
*2
R Г. БОЛТЯНСКИМ 

Ю.В. СИДОРОВ 
М.И. ШАБУНИН

АЕК1 И ЗАДАЧИ 
ПО ■ - 1ЕНТАРҢОЙ 
MA'7 \ТИКЕ/



В. Г. БОЛТЯНСКИЙ, Ю. В. СИДОРОВ М. И. ШАБУНИН

ЛЕКЦИИ И ЗАДАЧИ ПО ЭЛЕМЕНТАРНОЙМАТЕМАТИКЕ -
ИЗДАНИЕ ВТОРОЕ

Допущено Министерством 
высшего и среднего специального образования СССР 

в качестве учебного пособия 
для подготовительных отделений высших 

учебных заведений

ИЗДАТЕЛЬСТВО «НАУКА» 

ГЛАВНАЯ РЕДАКЦИЯ 
ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 

Москва 1974



51
Б 79
УДК 510(023)

І ОС. пу'о. - ч • . п 
научно-і • i•• г--’
библистг ‘-’J,

I3KOL.Hrtiï., С

ЧИТАЛЬНОГО ЗАЛА .i

Книга содержит теоретический материал и задачи

Jo.'x' £? риал включает изложение наиболее трудных вопросов
школьного курса алгебры и элементарных функций. 
Особое внимание обращено на те разделы курса, которые 
недостаточно полно освещены в учебной литературе.

Значительная часть задач, содержащихся в книге, 
предлагалась на вступительных экзаменах в МФТИ.
Многие задачи специально составлены авторами для 
этой книги.

Книга предназначена для учителей математики, 
студентов педвузов, университетов и особенно для 
старшеклассников, готовящихся в вузы.

Владимир Григорьевич Болтянский, Юрий Викторович Сидоров,
Михаил Иванович Шабунин 

Лекции и задачи по элементарной математике 

М., 1974 г., 576 стр. с илл.
Редактор Л. Ф. Лапко 

Технический редактор В. Н. Кондакова 
Корректоры Т. С. Плетнева, Н. Б. Румянцева

Сдано в набор 22/11 1974 г. Подписано к печати 26/ѴІ 1974 г. Бумага 
84x108*/,,. Физ. печ. л. 18. Условн. печ. л. 30,24. Уч.-изд. л. 27,39. 
Тираж 500 000 экз. (1-й завод 250 000 экз.) Цена книги 87 к. Заказ № 1230

Издательство «Наука»
Главная редакция физико-математической литературы. 

1 17071, Москва, В-71, Ленинский проспект, 15

Ордена Трудового Красного Знамени 
Первая Образцовая типография имени Л. Л. Жданова 

Союэполнграфпрома при Государственном комитете 
Совета Министров СССР по делам издательств, полиграфии и книжной 

торговли. Москва, М-54, Валовая, 28

Б
2020)?—098
053 (02)-74

28-74



СОДЕРЖАНИЕ

Предисловие.................... .........................................................................

Глава 1. Необходимые и достаточные условия...........................
§ 1. Высказывания .......................................................................
§ 2. Отрицание..............................................................................
§ 3. Неопределенные высказывания...........................................
§ 4. Знаки общности и существования...................................
§ 5. Необходимые и достаточные условия . ....................
§ 6. Обратная и противоположная теоремы .....................
§ 7. Конъюнкция и дизъюнкция......................... .
§ 8. Некоторые приемы доказательства...................................
Задачи к главе I ..........................................................................

Глава II. Действительные числа...................................................
§ 1. Рациональные числа...............................................................
§ 2. Свойства множества рациональных чисел........................
§ 3. Примеры применения свойств рациональных чисел 
§ 4. Причины, заставляющие расширить множество рацио

нальных чисел.............................................................  . . .
§ 5. Предел монотонной ограниченной последовательности
§ 6. Свойства множества действительных чисел....................
§ 7. Абсолютная величина..........................................................
§ 8. Числовая ось и координаты...............................................
§ 9. Некоторые числовые множества..........................................
Задачи к главе II ..........................................................................

Глава III. Неравенства........................... ... ..................................
§ 1. Определения.............................................................................
§ 2. Основные свойства неравенств...........................................
§ 3. Некоторые часто встречающиеся неравенства................
§ 4. Примеры..............................................................................'.
§ 5. Два замечательных неравенства.......................................
Задачи к главе III .........................................................................

Глава IV. Комплексные числа......................................................
§ 1. Введение..................................................................................
§ 2. Определение комплексного числа.......................................
§ 3. Свойства действий . ..............................................................
§ 4. Модуль комплексного числа. Комплексно сопряженные 

числа .........................................................................................
§5. Геометрическая интерпретация комплексного числа . . 
§ 6. Аргумент комплексного числа........................... ’. . . .

!♦



§ 7. Тригонометрическая форма записи комплексного
числа................................................................................. ■. . 110

Задачи к главе IV ....................................... ...............................115
Глава V. Квадратный трехчлен...................................................... 118

§ 1. Квадратный трехчлен и его корни................................... 118
§ 2. График квадратного трехчлена....................................... '. 123
§ 3. Исследование квадратного трехчлена . . . .................130
§ 4. Квадратные неравенства...................................................... 135
§ 5. Наибольшее и наименьшее значение квадратного

трехчлена.................. 138
Задачи к главе V..............................................................................139

Глава VI. Многочлены н алгебранческне.уравнення...................144
§ 1. Многочлен и его значения......................................................144
§ 2. Действия над многочленами.................................................. 151
§ 3. Алгебраическое уравнение и его корни........................... 159
Задачи к главе VI.............................................................................167

Глава VII. Функции и графики. . ........................................... ,171
§ 1. Определение функции . "......................................................171
§ 2. График функции .................................................................... 177
§ 3. Ограниченность, монотонность, четность, нечетность,

периодичность ......................................................................... 183
§ 4. Композиция функций.............................................................200
§ 5. Обратная функция................................................................... 204
§ 6. Обратные тригонометрические функции............................. 214
§ 7. Линейные преобразования графика.....................................218
§ 8. Применение функции и графиков к решению уравне

ний и неравенств.................................................................   224
Задачи к главе VII.................................................. ...................231

Глава VIII. Степенная, показательная и логарифмическая
функции.......................................................................... •. . 237

§ 1. Степень с натуральным показателем......................237
§ 2. Степенная функция с натуральным показателем .... 239
§ 3. Арифметический корень............................................. 242
§ 4. Степень с целым показателем................................. 244
§ 5. Степень с рациональным показателем..................... 248
§ 6. Степень с действительным показателем.................. 253
§ 7. Показательная и логарифмическая функции ..... 255
§ 8. Свойства логарифмов................................................................ 258
Задачи к главе VIII........................................................................ 261

Глава IX. Уравнения.................................................. 264
§ 1. Равенство, тождество, уравнение..........................................264
§ 2. Потеря корней и появление посторонних корней при

преобразовании уравнений. Равносильные уравнения.
Уравнение, являющееся следствием данного. Дизъюнк
ция уравнений..................................................-,.................. 269

§ 3. Наиболее важные приемы преобразования и методы
решения уравнений.................................................. . , . . 276

§ 4. Простейшие иррациональные уравнения....................... 287
§ 5. Логарифмические и показательные уравнения................291
Задачи к главе IX .... ..........................................................300

4



Глава X. Системы уравнений.......................................................... 304
§ 1. Равносильные системы уравнений. Система, являю

щаяся следствием данной...................................................304
§ 2. Основные приемы и методы решения систем................307
§ 3. Однородные системы двух уравнений второй степени

с двумя неизвестными................... ... ...................................314
§ 4. Системы симметрических алгебраических уравнений 317 
Задачи к главе X..........................................................................324

Глава XI. Тригонометрические уравнения и системы урав
нений .....................................................................................342

§ 1. Простейшие тригонометрические уравнения ;.....................342
§2. Уравнения вида sinf(x) = a, /(sinx) = 0 и аналогич

ные им........................................................................................ 345
§3. Уравнения, однородные относительно sin х и cosx . . 350
§ 4. Введение вспомогательного угла . . . ... ..........................354
§ 5. Метод замены неизвестного.................................................... 356
§ 6. Метод разложения на множители.........................................363
§ 7. Оценка левой и правой частей уравнения.........................366
§ 8. Системы тригонометрических уравнений...........................369
Задачи к главе XI..........................................................................377

Глава XII. Задачи по планиметрии....................... .......................385
§ 1. Прямоугольный треугольник........................;......................385
§ 2. Правильный треугольник........................................................387
§ 3. Равнобедренный треугольник................................................ 388
§ 4. Произвольный треугольник...................................* . . . . 390
§ 5. Параллелограмм.............................  392
§ 6. Трапеция.............................................................. 393
§ 7. Произвольный четырехугольник и многоугольник . . . 394
§ 8. Окружность ................................................................................ 395

Глава XIII. Задачи по стереометрии.............................................397
§ 1. Правильный тетраэдр............................................................. 397
§ 2. Правильная треугольная пирамида.................................... 398
§ 3. Произвольная треугольная пирамида............................400
§ 4. Правильная четырехугольная пирамида........................ 402
§ 5. Произвольная четырехугольная пирамида н много

угольная пирамида................................................................. 404
§ 6. Усеченная пирамида........................................................... 405
§ 7. Параллелепипед...................................................................406
§ 8. Прцзма.................................................................................. 407
§ 9. Конус...................................................................................... 408
§ 10. Усеченный конус, цилиндр и шар....................................410

Ответы...........................................................................................................411
Решения и указания................... ... :...................................454



ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемая вниманию читателя книга предназначена 
для учащихся старших классов средней школы, для по
ступающих в вузы, для учителей и студентов пединсти
тутов и университетов. Она содержит теоретический ма
териал по некоторым разделам элементарной математики 
и задачи. Теоретический материал не охватывает всего 
школьного курса математики. Мы ограничились изло
жением некоторых разделов, которые недостаточно полно 
изложены в учебной лнтературё.

Некоторые разделы книги содержат теоретический 
материал, формально выходящий за рамки школьной 
программѣ по математике. Так, в гл. I рассказывается 
о простейших понятиях математической логики. Однако 
"в действительности эти вопросы изучаются в школе 
(хотя, может быть, нетак глубоко), и на приемных экзаме
нах в вузах требуется их ясное понимание. Например, 
учащиеся обязаны знать, что такое условие и заключение 
теоремы, в чем сущность метода доказательства от про
тивного, должны уметь правильно формулировать обрат
ные и противоположные теоремы, уметь делать правиль
ные логические выводы. Поэтому гл. I, в которой эти 
вопросы подробно рассматриваются, фактически пол
ностью соответствует школьной программе. Вместе с тем 
теоретический материал книги изложен достаточно под
робно, с большим количеством примеров и потому будет 
доступен любому успевающему по математике старше
класснику.

Книга содержит свыше тысячи задач, значительная 
часть которых предлагалась на приемных экзаменах 
в МФТИ; другая же часть задач составлена авторами 
при написании книги. В конце книги приведены ответы 
к задачам, а также указания или решения для наиболее 
трудных из них.

Авторы.



ГЛАВА I
НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ

§ 1. Высказывания

В математике мы имеем дело с различными высказы
ваниями. Вот некоторые примеры:

Л == {число 100 делится на 4},
В = {число 17 делится на 8},
С = {три меньше пяти},
D = {число 2 является единственным корнем уравне

ния х2—4 = 0}.
Сразу же видно, что в некоторых из этих высказы

ваний утверждается нечто правильное; такие высказы
вания называются истинными. В других же из приве
денных выше высказываний утверждается нечто неверное; 
такие высказывания называются ложными. В приводимой 
ниже таблице поставлена буква И под обозначением 
истинных высказываний и буква Л под обозначением 
л<}жных высказываний:

Высказывание А ' В с D

Его истинность И Л И Л

Указанные выше высказывания мы обозначали боль
шими латинскими буквами. Так мы будем обозначать 
высказывания и в дальнейшем.

Всякое высказывание является предложением и может 
бЬіть выражено словами. Однако при записи высказыва
ний математики пользуются не только буквами, но и 
специальными математическими знаками. Каждый знак 
заменяет собой слово (или даже несколько слов). Исполь
зуются знаки- для сокращения записи. Например, выска
зывание С можно с помощью знаков записать следующим 
образом: 3 < 5.
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Мы уже говорили, что всякое высказывание является 
предложением. Однако далеко не каждое предложение 
является высказыванием в математическом смысле. Вот 
несколько предложений, которые высказываниями не 
являются:

1) число 0,00000001 очень мало,
2) существует ли число, квадрат которого равен 2?
3) X > 2,
4) х + 5 = 12.
Первое из этих предложений не является высказы

ванием потому, что оно не имеет точного смысла и мы 
не можем сказать, истинно оно'или ложно. Один скажет, 
что число это в самом деле очень мало, другой же с этим 
не согласится. Второе предложение вообще ничего не 
утверждает, а содержит вопрос. Бессмысленно говорить, 
истинно оно или ложно.

Наконец, третье и четвертое предложения содержат 
букву X. При одних значениях х получается истинное 
высказывание, при других ложное. Значит, в таком виде 
(пока не сказано, чему равен х) мы не можем сказать, 
истину или ложь выражают эти предложения.

Заметим, что не о всяком высказывании можно сразу 
же, только услышав его, ответить, истинно оно или ложно. 
Речь идет о принципиальной возможности решить 
вопрос, истинно или ложно данное высказывание, хо
тя для ответа на этот вопрос, может быть, надо сде
лать столько действий, что и жизни человеческой не 
хватит.

Вот два примера высказываний, вопрос об истинности 
которых принципиально может быть решен, но требует 
огромного количества вычислений:
Е s (число (1263728 + 15“ 878)2387 4-

+ (11135 838— 1891183)48“ 4-4 является простым},
G = {b записи числа У 2 в виде бесконечной десятичной

дроби У 2 = 1,41421... на 1000000-м месте пос
ле запятой стоит цифра 7}.

Предложения £ и G мы также считаем высказываниями, 
поскольку принципиально возможно ответить на вопрос, 
истинны они или ложны.

Всякое высказывание является либо истинным, либо 
ложным (закон исключенного третьего).
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Никакое высказывание не может быть одновременно 
истинным и ложным (закон противоречия).

Предложение, о котором невозможно однозначно 
решить вопрос, истинно оно или ложно, высказыва
нием не является.

§ 2. Отрицание

Из всякого высказывания А можно получить новое 
высказывание, отрицая его, т. е. утверждая, что выска
зывание А не имеет места, не выполняется. Отрицание 
высказывания А обозначается символом ~1А (или симво
лом Л). Запись ПЛ читается как «отрицание высказы
вания Л» или, короче, «не Л».

Отрицание высказывания можно получить, сказав: 
«утверждение Л места не имеет» или «Л не выполняется». 
Однако в ряде случаев отрицание можно получить еще 
проще. Если, например, высказывание Л выражается 
простым предложением с одним сказуемым, то для по
лучения его отрицания ІА нужно лишь добавить к ска
зуемому частицу «не». Приведем примеры высказываний 
и их отрицаний:

1) А = (число 23 делится на 7},
П Л ={число 23 не делится на 7);

2) ß = 13>5) (т. е. три больше пяти),
“1В = {три не больше пяти) (т. е. 3^5)'

3) С = {5 + 3 = 8),
-1С^{5 + 3=#8);

4) D = {30 (есть) простое число),
“ID = {30 не (есть) простое число).

Рассмотрим теперь вопрос об истинности высказыва
ний Л и ПЛ. Если высказывание А истинно (т. е..то, 
что утверждается в этом высказывании, действительно 
имеет место), то высказывание ПЛ, утверждающее, что'A 
места не имеет, ложно. Итак, если Л истинно, то ПЛ 
ложно. Наоборот, если А ложно, то высказывание ПЛ 
как раз и утверждающее, что А места не имеет) истинно. 
(Итак, если А ложно, то П Л истинно.

Мы видим, что, каково бы ни было высказывание А, из 
двух высказываний А, П Л одно является истинным, а дру
гое ложным. .
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Например, из высказываний, указанных выше, ІА, 
Iß, С, ID истинны, а А, В, IC, D ложны.

Самый простой прием образования отрицания заклю
чается, как мы отмечали, в том, что к сказуемому добав
ляется частица «не». Например:

А = {П делится на 3},
”|Л=={11 не делится на 3}.

Однако этот простой прием будет неприменим, если само 
высказывание уже является отрицательным, т. е. уже 
содержит частицу «не» перед сказуемым. Рассмотрим, 
например, высказывание

ßs {18 не делится на 5}.
Для образования отрицания “Iß мы уже не можем до
бавить еще одно отрицание к сказуемому (т. е. не можем 
сказать: «18 не не делится на 5»), Поэтому отрицание 
приходится формулировать так:
“I ß = {высказывание «18 не делится на 5» места не имеет}.
Но что означает это утверждение? Оно означает, что 18 
делится на 5, т. е. отрицание Ì В можно проще сфор
мулировать так:

Iß = {18 делится на 5}.
Таким образом, если в некотором высказывании В перед 

сказуемым уже стоит отрицательная частица «не», то 
для образования отрицания “1В достаточно выбросить 
частицу «не».

Пусть теперь А — произвольное высказывание. Его 
отрицание "1 А также является высказыванием. Значит, 
можно рассматривать и его отрицание, т. е. высказыва
ние ПЛ. Оно называется двойным отрицанием выска
зывания Л. Его можно сформулировать словами так: 
утверждение о том, что высказывание А не выполняется, 
места не имеет. Но это по смыслу ничем не отличается 
от утверждения о справедливости самого высказывания Л.

Более точно, двойное отрицание ПЛ истинно в том 
и только в том случае, если истинно само высказывание А 
(т. е. если Л истинно, то и “ПЛ истинно, а если Л 
ложно, то и НЛ ложно).

Эго правило называется законом отрицания отри
цания.
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§ 3. Неопределенные высказывания

Будем обозначать через N множество всех натураль
ных чисел. Через X условимся обозначать произвольное 
натуральное число, т. е. произвольный элемент мно
жества N. Рассмотрим теперь следующие предложения:

Л (%) = {число х делится на 5}, 
ß (х) £= {х > 10}, .
С (х) Е= {х—простое число},
D (х) {(х—5)2 < 10}.

Предложения Л(х), ß(x), С(х), D (х) высказываниями не 
являются. Действительно, об истинности, например, А (х) 
мы ничего не можем сказать, пока нам неизвестно число х. 
Однако, подставляя в А (х) вместо х различные натураль
ные числа, мы будем получать высказывания о натураль
ных числах—иногда истинные, иногда ложные. Подстав
ляя в А (х) вместо X различные натуральные числа, мы 
получаем, например, следующие высказывания:

А (5) =s {число 5 делится на 5} — истинное высказывание, 
А (13) see {число 13 делится на 5} — ложное высказывание
и т. д. Можно составить следующую таблицу истинности 
для этих высказываний:

Л(1) Л (2) Л(3) Л (4) Л (5) Л (6) Л (7) Л (8) Л (9) Л (10) ...

Л Л Л Л И Л Л Л Л И

Указанные выше предложения А (х), ß(x), С(х), D(x), 
содержащие переменное х, можно назвать неопределенными 
высказываниями (в математике
их называют также преди
катами). Каждое из них вы
ражает некоторое свойство на
турального числа X. Например,
С (х) выражает свойство быть 
простым числом, А (х)—свой
ство делиться на бит. п. Если 
вместо X подставить любое на
туральное число, то мы по
лучим обычное высказывание.

Неопределенное высказывание может быть задано на 
любом множестве, а не только на множестве натуральных
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чисел. Оно представляет собой высказывание о каком- 
то элементе X рассматриваемого множества. Для одних 
элементов эти высказывания истинны, для других — ложны.

Пример 1. На рис. 1 изображены точки, соединен
ные несколькими отрезками. На множестве М, состоящем 
из точек а, Ь, с, d, е, f, g, задано неопределенное выска
зывание:
5(л') = {к точке х в рассматриваемой фигуре примыкают 

три отрезка).
Вот таблица истинности этого неопределенного выска

зывания:

S(fl) S(¿) S(c) S(d) S(e) 3(f) ' S(g)

л л И И И л л

Часто приходится рассматривать неопределенные вы
сказывания, в которые входит не одно, à два или боль
шее число переменных. Рассмотрим, например, следую
щие предложения, в которых под X и у понимаются 
произвольные натуральные числа:

Л (х, у) = {х<у},
В (*, У) = {х + У= 10},
С (х, у) = {х делится на у],
D (х, у) = {х + у—простое число}.

Мы ничего не можем сказать об истинности или ложности 
этих утверждений, пока нам не указано, какие значения 
принимают X и у. Но если точно указано, чему равны 
X и у, каждое из сформулированных утверждений пре
вращается в высказывание—для одних пар (х, у) истинное, 
для других ложное. Вот примеры высказываний, полу
чающихся из указанных предложений при конкретных 
значениях X и у:

Л(1; 3)={1 < 3} — истинное высказывание,
А (2; 2) = {2<2}— ложное высказывание, .
А (5; 4) é= {5 < 4} — ложное высказывание,
В(1; 3) = {1 +3 = 10}— ложное высказывание,
В (8; 2) == {8 + 2 = 10} — истинное высказывание

И т. д.
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§ 4. Знаки общности: и существования

Отрицание представляет собой операцию над выска
зываниями (или над неопределенными высказываниями). 
При помощи этой операции из любого, например неопре
деленного, высказывания А (х) можно получить новое 
неопределенное высказывание ЯЛ(х)—его отрицание.

Большое затруднение у учащихся вызывает нахожде
ние правильной формулировки отрицания Я Л в том случае, 
когда высказывание А содержит слова «все», «каждый», 
«хотя бы один», «найдется», «существует» и т. п.

Пусть, например, высказывание А имеет вид
А == {каждое простое число нечетно}.

На вопрос о том, каково будет отрицание этого выска
зывания, многие отвечают, что отрицанием будет выска
зывание

В= {каждое простое число четно}.
Легко убедиться в том, что здесь ошибка, поскольку ни 
одно из этих высказываний не является истинным. Пра
вильным будет следующий ответ:

ЯЛ = {не каждое простое число нечетно}, 
иными словами,
Я Л == {найдется (существует) простое число, которое 

четно}.,
или еще

Я Л ={хотя бы одно простое число четно}.
Это высказывание истинно: существует (только одно!) 

четное простое число, а именно 2.
Сравним два только что рассмотренных высказывания:

А =з {каждое простое число нечетно},
Я А з= {хотя бы одно простое число четно}.

Мы видим, что если отбросить начальные слова в фор
мулировках, то высказывание А будет иметь вид {...про
стое число нечетно}, а его отрицание Я Л будет иметь вид 
{...простое число четно}, т. е. вторая часть высказывания 
просто заменится ее отрицанием. Но очень важно заме
тить, что при этом первое слово «каждое», стоявшее
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в высказывании А, заменится в высказывании ПЛ словами 
«хотя бы одно» (или словом «найдется» или «существует»). 
Этот факт является общим, и его понимание может изба
вить от многих неприятных ошибок. Итак, если высказы
вание А начинается со слов «все», «каждый», «любой» um. п., 
то для получения отрицания 1А надо либо, ничего не 
меняя, поставить отрицание «не» перед этими словами, 
либо же поставить отрицание «не» после этих слов, но 
тогда эти слова непременно надо заменить на «хотя бы 
один», «найдется», «существует» и т. п. Разумеется верно 
и обратное: если в начале высказывания стоят слова 
«хотя бы один», «найдется», «существует», то при поста
новке отрицания «не» после этих слов они заменяются 
на «все», «каждый», «любой». Еще раз подчеркнем, что 
это происходит при постановке отрицания «не» после 
указанных слов. Если же отрицание «не» добавляется 
(или выбрасывается) перед указанными выше словами, 
то никакой замены слов не происходит.

Пример 2.
А = {каждое из чисел а, Ь, с делится на 7},

”1 Л г= {не каждое из чисел а, Ь, с делится на 7},
или иначе:

"1 Л = {хотя бы одно из чисел а, Ь, с не делится на 7}. 

Пример 3.
А = {никакой ромб не может быть вписан в окружность}. 
Это высказывание можно сформуливовать иначе:
Л = {не существует ромба, который может быть вписан

в окружность}.
Поскольку здесь «не» стоит впереди, для получения отри
цания можно просто отбросить это «не»:
1 Л es {существует ромб, который может быть вписан

''в окружность}.
Пример 4.

А == {во всяком треугольнике три медианы пересекаются 
в одной точке},

1 А = {не во всяком треугольнике три медианы пересе
каются в одной точке},
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или иначе: .
"1А ss {найдется треугольник, в котором три медианы 

не пересекаются в одной точке}.

.Иногда используют специальные знаки V, 3. Первый 
из них (знак общности V) заменяется в словесных форму
лировках словами всякий, каждый, любой, все. Второй 
знак 3 (знак существования) заменяется в словесных фор
мулировках словами существует, найдется, какой-нибудь, 
хотя бы один. Именно, если Р (х)— некоторое неопреде
ленное высказывание, заданное на множестве М, то запись

(Vx) P (х)

означает: для любого элемента х (из множества Л4) имеет 
место Р (х). Эта запись уже представляет собой высказыва
ние (а не неопределенное высказывание). Это высказывание 
истинно, когда Р (а) истинно для каждого элемента а 
множества М, и ложно в противном случае. Иными сло
вами, чтобы убедиться в истинности высказывания (Ух)Р(х), 
нужно перебрать все элементы а, Ь, с, ... множества Л4 
и убедиться, что все высказывания Р(а), Р(Ь), Р (с), ... 
истинны (а если мы не можем или не хотим перебрать 
все элементы множества М, то должны доказать с по
мощью некоторого рассуждения, что для любого эле
мента а из М высказывание Р (а) истинно). Для того же, 
чтобы убедиться в ложности высказывания (Ѵх) Р (х), до
статочно найти лишь один элемент а множества AÍ, для 
которого высказывание Р (а) ложно. Иначе говоря, для 
того чтобы убедиться в ложности некоторого общего 
высказывания (т. е. высказывания, -содержащего знак 
общности V), достаточно найти один противоречащий 
пример.

Пример 5. Возьмем следующее неопределенное вы- 
сказывание, заданное на множестве N всех натуральных 
чисел:

С (х) == {число 2(2*) -(- 1 —простое}.

При х=1, 2, 3, 4 мы получаем следующие высказывания

С(1)е= {число 2<2*>-{-1 =5 — простое},
С (2)'е= {число 2<2’> + 1 = 17 — простое},
С(3) = {число 2<2"> -(- 1 = 257—простое},
С (4) = {число 2<24)-)- 1 = 65537—простое}.
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Все эти высказывания истинны. Но можем ли мы из этого 
заключить, что истинно высказывание (Ѵх) С (х), т. е. что 
для любого натурального и число 2^2") + 1 будет простым? 
Нет, конечно, для такого заключения у нас нет основа
ний. Ведь мы же не перебрали все натуральные числа, 
да и не можем этого сделать, так как множество нату
ральных чисел бесконечно. Интересно, что известный 
французский математик Пьер Ферма был убежден в спра
ведливости высказывания (Ѵх)С(х) и пытался найти общее 
доказательство этого факта. Однако другой известный 
математик, Леонард Эйлер, показал, что высказывание 
С (5) ложно (т. е. что число 2<2‘>+ 1 = 232 + 1 не является 
простым: оно делится на 641). Таким образом, высказы
вание (Ѵх)С(х), вопреки мнению Ферма, оказалось лож
ным. Этот пример показывает, что проверка истинности 
высказывания (Ѵх)Р(х) для отдельных значений х не 
может заменить общего доказательства. Напротив, один 
противоречащий пример, найденный Эйлером, показывает 
ложность высказывания.

Пример 6. Рассмотрим высказывание (Vx)D(x), где 
£)(х)— следующее неопределенное высказывание, заданное 
на множестве N всех натуральных чисел:

D(x)s= {число х3 + 5х делится на 6}.

Легко проверить, что высказывания £>(1), П(2), £>(3), 
£>(4), £>(5) истинны. Тот же результат будет получаться, 
если мы будем продолжать проверку дальше. Но мы уже 
знаем, что проверкой для отдельных значений х мы не 
можем установить истинность высказывания (Vx)D(x). 
Даже если мы испытаем миллион значений х, всегда ос
тается опасность, что для миллион первого значения х 
утверждение D(x) окажется ложным. Доказательство ис
тинности высказывания (Vx)D(x) можно провести, напри
мер, следующим образом. Мы имеем

х3 + бх = х3—х-)-6х = х(х2— 1) + 6х = (х— 1)х(х+ 1) + 6х.

Но из трех последовательных чисел х—1, х, х+1 обяза
тельно одно делится на 3 и одно или два делятся на 2. 
Следовательно, произведение их делится на 6. Таким 
образом, и сумма (х—1)х(х + 1) + 6х = х3 + 5х при любом 
натуральном х делится на 6. Но это и означает истин
ность высказывания (Vx)D(x).
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Перейдем теперь к знаку существование 3. Если Р(х)—■ 
некоторое неопределенное высказывание, то запись

(Зх)Р(х)
означает: существует элемент х множества М, для кото
рого имеет место Р (х) (или иначе: найдется хотя бы один 
элемент X, для которого имеет место Р(х)).

Запись (Эх) Р (х) не является неопределенным вы
сказыванием, а представляет собой высказывание. 
Это высказывание истинно, если можно в множестве М 
найти элемента, для которого Р (а) истинно. В противном 
случае (т. е. если в М нет ни одного элемента а, для 
которого высказывание Р (а) истинно) высказывание 
(Эх) Р (х) ложно.

Пример 7. Рассмотрим следующее неопределенное 
высказывание, заданное на множестве N всех натураль
ных чисел:

С(х)з={х8— 14х2 + 49х— 1 <0}.
При х= 1, 2, 3, 4 мы получаем следующие высказывания: 

С(1)={13 —14- 12-Н49-1 — 1 <0 (т. е. 35 <0)},
С (2) = (23—14-22-(- 49-2— 1 <0 (т. е. 49 <0)},
С(3) = {33 —14-32 + 49-3 —1 <0 (т.е. 47 <0)}, 
С(4)={43—14-42 + 49-4—1 <0 (т. е. 35 <0)}.

Все эти высказывания ложны. Но можем ли мы из 
этого заключить, что ложно высказывание (Эх)С(х), т. е. 
что так и не найдется натурального п, для которого вы
сказывание С (її) истинно? Нет, конечно, для такого за
ключения у нас нет оснований. Сколько бы мы чисел ни 
перебрали, всегда остается возможность, что где-то дальше 
найдется число п, для которого С (/г) истинно.

Продолжим наши пробы дальше:
С(5) = (53—14-5г +49-5 —1 < 0 (т. е. 19 <0)},
С(6) = {63 —14-62 + 49-6 — 1 < 0 (т. е. 5 < 0)),
С(7) = {73—14-72 + 49-7 —1 <0 (т. е. —1 <0)}.

Мы видим, что высказывания С (5) и С (6) ложны, а С (7) 
истинно. Итак, мы нашли такое п (а именно /г = 7), для 
которого высказывание С (/г) истинно. Следовательно, 
(Эх) С (х) — истинное высказывание.

Разумеется, метод проб является далеко не наилучшим 
для проверки истинности высказывания (Эх)Р(х) (где

Г Гос- публичная
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Р(х)— некоторое неопределенное высказывание). Ведь «бла
гоприятное» значение п (для которого Р (п) истинно) может 
встретиться где-то очень далеко, и нахождение этого п 
методом проб будет мучительной работой. А может слу
читься, что высказывание Р (л) ложно для всех п, и тогда 
метод проб вообще ни к чему не приведет. Поэтому более 
предпочтительным является общее рассуждение. Например, 
в рассматриваемом случае можно было рассуждать так: 
х3 - 14х2 + 49 % — 1 = X (х2 — 14х + 49) — 1 = х (х—7)2 — 1.

Отсюда видно, что при х = 7 этот многочлен принимает 
значение —1 (так как слагаемое х(х—7)2 обращается 
в нуль). Итак, высказывание С (7) имеет вид —1 < 0, т. е. 
истинно, а потому истинно и высказывание (Зх)С(х).

Пример 8. Рассмотрим следующее неопределенное 
высказывание, заданное на множестве N всех натуральных 
чисел:

5(х) = {число х2 + 2х + 3 дѣлится на 7}.

С помощью него мы можем составить высказывание 
(Зх) В (х), т. е. в множестве N существует такой элемент х, 
что х2 + 2х + 3 делится на 7. Посмотрим, истинно ли это 
высказывание. С этой целью рассмотрим высказывания 
ß(l), В (2), 5(3), В (4):

5(1) = {число 1а-{-2-1 -J-3 = 6 делится на 7},
В (2) = {число 2s+ 2-2 + 3= 11 делится на 7},
5(3) = (число 32 + 2-3 + 3=18 делится на 7),
5(4) = {число 42 + 2-4 + 3 = 27 делится на 7}.

Все эти высказывания ложны. Легко проверить таким же 
образом, что ложны и высказывания 5(5), 5(6), 5(7), 
5(8), 5(9), 5(10). Возникает гипотеза (т. е. предположе
ние), что В (л) ложно для любого л, т. е. что высказы
вание (Зх) 5 (х) ложно. Однако доказать это методом проб 
невозможно, это можно установить только с помощью 
общего рассуждения. Вот как можно провести это рас
суждение.

Всякое натуральное число л можно записать в виде 
n = 7k-1rq, где q принимает одно из значений 0, 1, 2, 3, 
4, 5, 6. Здесь k—частное от деления числа л на 7, a q — 
остаток. Подставив это значение л в многочлен х2+2х+3,
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мы получим
л2 + 2л + 3 = (7ä + q)2 + 2 (7k 4- ç) 3 =

= (49Ä2 + 14kq + 14£) + (q2 + 2q + 3) =
= 7 (7 k2 + 2kq + 2k) + q2 + 2q + 3.

Отсюда видно, что число л2 + 2л + 3 имеет тот же оста
ток от деления на 7, что и число ¿/22<7 + 3 (так как их 
разность делится на 7). Значит, число л2 + 2л+3 в том 
и только в том случае делится на 7, если на 7 делится 
число ^2 + 2^ + 3, где q—остаток от деления числа л на 7. 
Но q может принимать лишь 7 значений: 0, 1,2, 3, 4, 
5, 6. Вычисляя значения многочлена 92 + 2^ + 3 при этих 
значениях q, мы получаем числа 3, 6, 11, 18, 27, 38, 51. 
Ни одно 'из этих чисел не делится на 7. Значит, ни при 
каком натуральном п число л2 + 2л + 3 не делится на 7, 
т. е. при любом натуральном п высказывание В (л) ложно. 
Тем самым доказано, что (Зх)В(х)—ложное высказывание.

Вернемся теперь к вопросу, который мы рассматри
вали в начале § 4,— вопросу об отрицании высказыва
ний, содержащих слова «все», «каждый», «найдется», «су
ществует» и т. д. Сказанное там можно теперь сформули
ровать следующим образом.

I. Пусть А (х) — некоторое неопределенное высказыва
ние, заданное на множестве М. С помощью него мы можем 
образовать высказывание

(Ѵх) А (х),
т. е. для любого элемента х множества М имеет место 
А (х). Отрицание этого высказывания можно образо
вать двумя способами:

1) можно поставить знак отрицания перед всем вы
сказыванием:

1((Ѵх)Л(х)),

т. е. не имеет места утверждение о том, что для любого X 
выполняется А (х);

2) можно поставить знак отрицания после Ух, но
тогда знак общности V обязательно нужно заменить зна
ком существования 3: е

(Эх)ПЛ(х)),

т. е. найдется в множестве М (хотя бы один) такой эле
мент X, для которого не выполняется А (х).
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II. Рассмотрим далее высказывание
(Эх)Л(х),

т. е. найдется элемент х в множестве М, для которого 
имеет место А (х). Отрицание этого высказывания можно 
образовать двумя способами:

1) можно поставить знак отрицания перед всем вы
сказыванием:

К(Зх)Л(%));
2) можно поставить знак отрицания после Эх, но 

тогда знак существования 3 обязательно нужно заменить 
знаком общности V:

(Ѵх)ПЛ(х)).

§ 5. Необходимые и достаточные условия

Рассмотрим какую-либо теорему. В большинстве слу
чаев можно в ней выделить условие и заключение. 
При этом и условие и заключение теоремы являются не
которыми неопределенными высказываниями.

Возьмем, например, теорему Пифагора. Мы рассмат
риваем некоторый прямоугольный треугольник АВС; с — 
гипотенуза треугольника, а и b—его катеты. Теорема 
утверждает, что имеет место соотношение c2 = a2 + ô2. Ус
ловие теоремы здесь можно записать в виде следующего 
неопределенного высказывания:

М = {в треугольнике ЛВС угол С — прямой}. 
Заключение теоремы:

N =={c2 = a2 + Z>2}.
При таком обозначении условия и заключения теорема 

Пифагора может быть выражена краткой записью:
M—+N.

Эта запись означает, что из М следует (или вытекает) N. 
Иными словами, если для некоторого треугольника истинно 
высказывание М, то истинно и высказывание N. Разу
меется, высказывание М не всегда истинно — не всякий 
треугольник является прямоугольным. Но если высказы
вание М истинно, если известно, дано, что треугольник 
АВС—прямоугольный (а его стороны обозначены, как
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указано выше), то высказывание N также истинно. Это 
и выражается словами «из М следует N».

Более четко условие и заключение теоремы Пифагора 
можно осмыслить так. Обозначим через Т множество всех 
треугольников, причем мы будем считать, что вершины 
каждого треугольника обозначены буквами А, В, С, а 
противолежащие им стороны обозначены соответственно 
буквами а, Ь, с. Тогда М и N представляют собой неоп
ределенные высказывания, заданные на множестве Т, т. е. 
для всякого элемента Д, взятого в множестве Т (йными 
словами, для всякого треугольника АВС), М и N могут 
выполняться или не выполняться:

/Ѵ(Д) = {с2 = а2 + 02}.

Теорема Пифагора в ее наиболее полной формулировке 
гласит:

(ѴД)(Л4(Д) —УѴ(Д)),

т. е. для любого треугольника Д, для которого истинно 
М (Д), истинно и N (Д).

В качестве второго примера рассмотрим теорему: диа
гонали ромба взаимно перпендикулярны. Попробуем вы
делить условие и заключение теоремы. Условие здесь: 
четырехугольник ABCD есть ромб. Заключение: его диа
гонали взаимно перпендикулярны. Для удобства обозна
чим тот четырехугольник, о котором идет речь, через Q. 
Тогда условие и заключение теоремы можно будет выра
зить следующим образом:

Условие:
А (Q ) ss {четырехугольник Q — ромб,

т. e. AB = BC = CD = DA\.
Заключение:

B(Q) = {диагонали четырехугольника Q
взаимно перпендикулярны, т. е. ЛС_]_В£>).

Сама теорема может быть выражена записью: 
(VQ)G4(Q)^ß(Q)),

т. е. для любого четырехугольника Q из А следует В. 
Иными словами, если для Q истинно высказывание Л(<2), 
то истинно и высказывание ß(Q). Разумеется, не всегда
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высказывание /1(Q) истинно — не всякий четырехуголь
ник является ромбом. Но если Л (Q) истинно, если 
известно, дано что Q—ромб, то истинно и высказывание 
B(Q),

Нередко, однако, запись (ѴД), (VQ) и т. д. перед фор
мулировкой теоремы опускают и записывают теорему просто 
в виде А —>-В.

Итак, пусть справедлива теорема, в которой условием 
является высказывание1) А, а заключением В. Эту теорему:

если имеет место (т. е. истинно) высказывание А, 
то справедливо (истинно) и высказывание В,

кратко выражают в виде «если А, то В» или просто пи
шут Л —В или, в более полной записи, (Ѵх) (Л (х) -> В (х)).

Но существуют и другие часто используемые способы 
выражения этой теоремы. Именно, теорему Л -> В принято 
также выражать любой из следующих двух формулировок:

Л является достаточным условием для В,
В является необходимым условием для А.

В употреблении этих слов «необходимое условие», «до
статочное условие» на приемных экзаменах в вузах при
ходится слышать огромное число ошибок.

Приведем точные определения. Пусть Л — некоторое 
(неопределенное) высказывание.

Всякое высказывание, из которого Л следует, назы
вается достаточным условием для Л. Всякое высказыва
ние, которое вытекает из Л, называется необходимым ус
ловием для Л.

Ничего другого в этих терминах «необходимое усло
вие», «достаточное условие» нет; ни в каком другом смысле 
они не употребляются. Фраза «Л является достаточным 
условием для В» может также несколько видоизменяться, 
например: для справедливости высказывания В достаточно, 
чтобы имело место Л. Смысл при этом остается тем же: 
из Л следует В.

Итак, если справедлива теорема Л -+ В, то мы можем 
сказать, что Л является достаточным условием для В 
(ведь из Л следует В). Точно так же мы можем сказать, 
что В является необходимым условием для Л (поскольку 
В следует из Л).

1) В дальнейшем мы иногда вместо «неопределенное высказыва
ние» будем говорить просто «высказывание», а вместо А (х), В (х) 
будем просто писать А, В.
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Наконец, заметим, что слова «необходимое условие» 
часто заменяются словами «только в том случае», «только 
тогда», «требуется».

Таким образом, теорему А -+ В ' можно выразить не 
только словами

В является необходимым условием для А, 
но также следующим образом:

А может иметь место только в том случае, 
если справедливо В,

или
А может выполняться только тогда, когда имеет 

место В,
или

для выполнения А требуется справедливость усло
вия В.

Пример 9. Рассмотрим высказывания:
А (х) 5= {число х делится на 4},
В (х) = {последняя цифра числа х четна}.

В этом случае имеет место теорема А—>-В. Следова
тельно, В является необходимым условием для А, или, 
более подробно:

для делимости числа х на 4 необходимо, чтобы 
его последняя цифра была четной.

Иначе:
число X только в том случае может делиться на 4, 

если его последняя цифра — четная,
или еще:

для делимости числа на 4 требуется, чтобы его 
последняя цифра была четной.

Таким образом, необходимое условие В представляет 
собой то требование, которое непременно должно быть 
выполнено для справедливости высказывания А. Однако В 
не гарантирует справедливости высказывания А, не яв
ляется достаточным для А: ведь из четности последней 
цифры не вытекает, что число х непременно делится 
на 4.
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Далее, та же теорема А —> В означает, что А является 
достаточным условием для В, или, более подробно:

для четности последней цифры числа х доста
точно, чтобы оно делилось на 4.

Таким образом, достаточное условие А содержит в дан
ном случае больше требований, чем нужно для справедли
вости высказывания В (например, число 26 не делится на 4, 
но тем не менее его последняя цифра—четная).

Пример 10. Рассмотрим неопределенные высказы
вания:

Л (а, Z>) =е= {каждое из целых чисел а, b делится на.З},
В (а, b)ss {сумма а + Ь делится на 3}.
Здесь имеет место заключение А—<-В, т. е. А есть до

статочное условие для В, а В есть необходимое условие 
для А. Иными словами,

для делимости суммы а + Ь на 3 достаточно, 
чтобы каждое из слагаемых a, b делилось на 3;

для того чтобы каждое из слагаемых делилось 
на 3, необходимо, чтобы сумма делилась на 3.

Заметим в заключение, что опускать запись (Ѵх) в фор
мулировке теоремы (Ѵх) (Л (х) —> В (х)) можно только в том 
случае, если о смысле и важности этой опущенной записи 
не забывают. В самом деле, рассмотрим такой пример: 
диагонали параллелограмма перпендикулярны. Каждый 
скажет, что эта теорема неверна. Но что это значит? 
Запишем сформулированную теорему в виде Л—>■ В, для 
чего рассмотрим следующие неопределенные высказывания:
Л (Q) == {четырехугольник Q — параллелограмм}, 
ß(Q) == {диагонали четырехугольника Q

перпендикулярны}. t
Тогда сформулированная «теорема» принимает вид 
Л((2)—’■•ß(Q)- В действительности же это вовсе еще 
не теорема, а лишь неопределенное высказывание (иногда 
верное, иногда — нет). Если мы добавим знак общности 
или существования, мы получим высказывание, о котором 
уже можно будет говорить, верно оно или нет. Так, до
бавляя знак существования, получаем высказывание

(3(2)(Л((3) —ß(Q))
(т. е. существует параллелограмм с перпендикулярными
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диагоналями). В истинности этого высказывания никто 
не усомнится—такими параллелограммами являются ром
бы. Однако знак общности дает высказывание

(VQ)(X(Q)^ß(Q)), (1)
являющееся ложным. Именно в этом смысле мы говорим 
о неверности теоремы «диагонали параллелограмма пер
пендикулярны». Иными словами, встречаются (существуют) 
параллелограммы с перпендикулярными диагоналями. Но 
сформулированную теорему неявно все воспринимают в 
форме: диагонали любого параллелограмма перпендикуляр
ны, т. е. в форме (1). Эта теорема действительно неверна.

Еще пример: сумма корней приведенного квадратного 
уравнения равна свободному члену. Эта теорема неверна. 
Но неверна не в том слысле, что этого никогда не бывает: 
например, в уравнении х-— 8х + 8 = 0 это именно так. 
Неверна теорема о том, что сумма корней любого приве
денного квадратного уравнения равна свободному члену. 
Таким образом, пишем мы или не пишем (Ѵх) перед фор
мулировкой теоремы, не следует забывать, что эта запись 
в формулировке присутствует (или подразумевается).

Сказанное, разумеется, не относится к так называемым 
теоремам существования, т. е. таким теоремам, где утвер
ждается существование чего-либо. Примером может служить 
утверждение: существуют квадратные уравнения, не име
ющие действительных корней. Это высказывание, конечно, 
истинно. Но в нем вовсе не утверждается, что любое 
квадратное уравнение не имеет действительных корней; 
иными словами, эта теорема не имеет вида

(Ѵх)(Л(х)—* ß(x)).

§ 6. Обратная и противоположная теоремы
Разумеется, не всякое высказывание, записанное в виде 

А —>- В (или, более подробно, (Ѵх) (Л (х) —* ß (х)), является 
истинным, т. е. выражает верную теорему.

Пусть Л и В — некоторые два (неопределенных) выска
зывания. Теоремы Л—у В и В—<-Л называются обрат
ными друг другу. Иными словами, чтобы из теоремы 
Л—>~В получить обратную, нужно поменять местами ус
ловие и заключение теоремы (т. е. то, что «дано», и то, 
что «требуется доказать»). Разумеется, из двух взаимно 
обратных теорем Л —► В, В —► Л каждая может оказаться 
верной или неверной.
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Нередко одну из теорем Л—>ß, ß—>-Л, скажем тео
рему Л —► В, называют «прямой теоремой», а теорему 
В—► Л — «обратной». В этой терминологии нет ничего 
предосудительного, однако следует ясно понимать, что 
любая из двух теорем Л—>ß, ß—>Л может быть при
нята за «прямую», и тогда другая будет обратной к н е й.

Пример 11. Рассмотрим следующие неопределенные 
высказывания:
Л (Q)== {четырехугольник Q — ромб},
В (Q)=={диагонали четырехугольника Q взаимно перпен

дикулярны}.
Теорема (VQ) (Л (Q) —► В (Q)) имеет следующий вид:

если четырехугольник Q является ромбом, то его 
диагонали взаимно перпендикулярны.

Эта теорема верна. Обратная же теорема (VQ) (ß(Q)—>-Л((2)):
если диагонали четырехугольника Q взаимно пер- 

пендукулярны, то он является ромбом,
неверна.

Пример 12. Рассмотрим следующие неопределенные 
высказывания:
Л (û) = {натуральное число а>9 делится на 4},
В (а) = {двузначное число, выраженное последними двумя

цифрами числа а, делится на 4}.
Теорема (Va) (Л (а)—>ß(a)) имеет следующую формули
ровку:

если натуральное число а>9 делится на 4, то 
двузначное число, выраженное последними двумя 
цифрами числа а, также делится на 4.

Она, очевидно, верна. Обратная теорема (Va) (ß (a) —»■ Л (a)) 
в этом случае также справедлива:

если двузначное число, выраженное последними 
двумя цифрами числа a > 9, делится на 4, то и само 
число a делится на 4.

Таким образом, иногда из двух взаимно обратных 
теорем справедлива только одна (как в примере 11), иног
да же, как в примере 12,—обе. (Приведите сами пример, 
иллюстрирующий тот неинтересный случай, когда обе 
взаимно обратные теоремы неверны.) Если справедливы
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обе теоремы А—>-В, В—ьЛ (т. е. и «прямая» и «обрат
ная»), то этот факт выражают сокращенной записью 
А В или же записью А <-> В. Мы будем пользоваться 
последней записью.

Итак, пусть высказывания А и В таковы, что из каж
дого из них вытекает другое: Л<->5. В этом Случае го
ворят, что каждое из высказываний А, В является необ
ходимым и достаточным условием для другого. Существуют 
и другие термины. Вот наиболее употребительные форму
лировки:

1) для справедливости А необходимо и достаточно, 
чтобы имело место В;

2) А имеет место в том и только в том случае, если 
выполняется В; •

3) А справедливо тогда и только тогда, когда спра
ведливо В.

Все эти формулировки выражают один и тот же факт 
А<г^В, и в каждой из них высказывания А и В можно 
поменять местами. Иными словами, если А есть необхо
димое и достаточное условие для В, ю и В есть необхо
димое и достаточное условие для А.

Примеры необходимых и достаточных условий мы, по 
существу, уже имели выше. Например:

для делимости числа а >9 на А необходимо и 
достаточно, чтобы делилось на 4 двузначное число, 
выраженное последними двумя цифрами числа а.

Заметим, что термин «условие» часто заменяют словом 
«признак». Так, вместо того чтобы сказать «достаточное 
условие», иногда говорят «достаточный признак» и т. п. 
При этом нередко вместо слов «необходимый признак»,. 
«достаточный признак», «необходимый и достаточный при
знак» говорят просто «признак», подразумевая, что должно 
быть ясно, какой именно признак имеется в виду. Так, 
сформулированное выше утверждение называется призна
ком делимости на 4 (этот признак является, таким обра
зом, необходимым и достаточным условием).

Признаки равенства треугольников—это тоже признаки 
в этом смысле, причем эти признаки также являются не
обходимыми и достаточными. Например, возьмем третий 
признак. То, что для равенства двух треугольников не
обходимо равенство соответственных сторон, ясно из 
самого определения понятия равенства треугольников. 
Достаточность этого условия как раз и доказывается
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в рассматриваемой теореме. Иными словами, третий при
знак доказывается в школе как достаточное условие ра
венства треугольников, но необходимость этого условия 
также очевидна. Итак, третий признак есть необходимое 
и достаточное условие равенства треугольников.

Если в некоторой теореме А —>В заменить и условие 
и заключение их отрицаниями, то получится новая тео
рема ПЛ —>1 В, которая называется противоположной 
к исходной.

Пример 13. Рассмотрим следующие высказывания: 
А == {многоугольник Q является четырехугольником},
В = {сумма внутренних углов многоугольника Q равна 2л}.
Теорема А —> В выглядит следующим образом: если мно
гоугольник Q является четырехугольником, то сумма его 
внутренних углов равна 2л. Противоположная теорема 
ПЛ—>ПВ: если многоугольник Q не является четырех
угольником, то сумма его внутренних углов не равна 2л. 
Здесь обе теоремы («прямая» и противоположная) спра
ведливы.

Пример 14.
А = {Q—четырехугольник},
В ={сумма внешних углов многоугольника Q равна 2л}
Теорема А—>В имеет вид: если многоугольник Q является 
четырехугольником, то сумма его внешних углов равна 2л. 
Противоположная теорема ПЛ —> 1 В: если многоугольник Q 
не является четырехугольником, то сумма его внешних 
углов не равна 2л. Здесь «прямая» теорема верна, а про
тивоположная— нет.

Мы видим, что в случае истинной теоремы Л—»-В про
тивоположная теорема ПЛ —► П В может быть как истин
ной, так и ложной. Замечательным является тот факт, 
что теорема ПВ—»-ПЛ, противоположная обратной, ис
тинна в том и только в том случае, если истинна «прямая» 
теорема А —-В. Этот факт служит основой так называемого 
метода доказательства «от противного»: вместо нужной 
теоремы Л—>В доказывают теорему ПВ—>ПЛ, противо
положную обратной.

Метод доказательства от противного обычно применяют 
в следующей форме: для доказательства теоремы Л —>■ В 
предполагают истинным высказывание ПВ и пытаются 
вывести отсюда справедливость высказывания ПЛ. Если 
это удается (т. е. если доказана теорема ПВ—»-П Л, про-
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тивоположная обратной), то исходная теорема А—>■ В 
также считается доказанной. Примеры доказательства от 
противного в большом числе имеются в школьных учеб
никах геометрии.

§ 7. Конъюнкция и дизъюнкция

Мы познакомимся здесь с двумя операциями над вы
сказываниями, которые из двух каких-либо высказываний 
позволяют получить новые высказывания. Первая из этих 
двух операций обозначается знаком V и называется 
дизъюнкцией (иногда ее называют «операцией или-»).

Запись А V В означает: имеет место хотя бы одно из 
высказываний А, В. Высказывание Л V В называют 
дизъюнкцией высказываний А, В. Иногда запись Л V В 
читают так: «Л или В».

Если А истинно, то и высказывание Л V В истинно 
(ведь, в самом деле, имеет место хотя бы одно из выска
зываний А, В — именно высказывание Л). Точно так же, 
если истинно В, то истинно и высказывание Л V В. Если 
истинны оба высказывания Л, В, то А V В также является 
истинным (действительно, хотя бы одно из высказываний 
Л, В истинно — они истинны даже оба). Наконец, если 
оба высказывания Л, В ложны, то ложно и высказыва
ние Л V В.

Итак, высказывание Л V В ложно только в том слу
чае, если ложны оба высказывания Л, В. Заметим, что 
операция V не вполне точно описывается связкой «или», 
употребляющейся в обычной речи. В обычной речи связка 
«или» чаще всего имеет разделительный оттенок, т. е. упо
требляется в смысле «либо—либо». Возьмем, например, 
фразу: «Я уезжаю, но за рукописью зайдет моя жена 
или сын». Здесь скорее всего имеется в виду, что зайдет 
либо жена, либо сын; возможность, что они зайдут оба 
вместе, не предусматривается. Так обстоит дело в обычной 
речи. В математической логике, напротив, операция V 
не имеет разделительного смысла, т. е. А\/ В означает, 
что либо имеет место Л (но не В), либо имеет место В 
(но не Л), либо же (и в этом отличие) имеют место Л и В 
вместе. В устной речи операцию V лучше называть дизъ
юнкцией, но можно также говорить «или», помня, однако, 
что это логическое «или» не имеет разделительного смысла.

Пример 15. Рассмотрим следующие неопределенные 
высказывания, заданные на множестве N всех натуральных
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чисел:
Л(х) = {х—составное число}, 
ß(x) = {x—нечетное число}.

С помощью дизъюнкции мы получаем неопределенное вы
сказывание А (х) V В (х). Если а—четное число, большее 
двух, то высказывание А (û) V В (а) истинно (поскольку 
а—составное число и, значит, Л (а) истинно); если а—не
четное число, то высказывание А (а) V В (а) также истин
но. Наконец, высказывание А (2) V В (2) ложно (2 не яв
ляется ни составным, ни нечетным числом). Итак, выска
зывание А(х)\/В(х) истинно при х#=2 и ложно при 
х = 2, т. е. оно равносильно высказыванию:

С(х) = {х^=2}.
Пример 16.' Будем рассматривать всевозможные че

тырехугольники Q, причем будем считать, что в каждом 
четырехугольнике вершины обозначены последовательно 
буквами А, В, С, D. На множестве всех обозначенных 
таким образом четырехугольников рассмотрим следующие 
два неопределенных высказывания:

M(Q)^{AB\\CD},
N(Q)^{AD И ВС}.

Тогда высказывание M(Q)VN(Q) означает, что хотя 
бы одна пара противоположных сторон параллельна, 
т. е. это высказывание равносильно следующему:

P (Q) = {четырехугольник Q —трапеция}.
Отметим, что поскольку связка «или» (т. е. V) не имеет 
в математической логике разделительного смысла, то вы
сказывание М (Q) V N (Q) считается истинным и в том 
случае, если истинны оба высказывания М (Q), jV(Q). 
Иными словами, параллелограмм рассматривается как 
частный случай трапеции.

Пример 17. Рассмотрим следующее хорошо известное 
утверждение: если произведение ab равно нулю, то хотя бы 
один из сомножителей a, b равен нулю. Чтобы записать 
эту теорему логическими знаками, рассмотрим следующие 
неопределенные высказывания:

М (а) = {а = 0},
N (a, 6)={aô = 0}.

Тогда сформулированная теорема может быть выражена-
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следующим образом:
(Va, b) (N (a, b)->-M(a)\/M (b)).

Иначе говоря, для любых чисел а и b из того, что истинно 
высказывание N (а, Ь) (т. е. аЬ — 0), вытекает, что спра
ведливо хотя бы одно из двух высказываний М (a), М (Ь) 
(т. е. обращается в нуль хотя бы одно из чисел а, Ь).

Рассмотрим теперь еще одну операцию над высказы
ваниями, обозначаемую знаком Л и называемую конъюнк
цией (или, иначе, «операцией и»). Запись А/\В (словами 
читают: «Л и В») означает, что одновременно имеют 
место и А и В. Высказывание А/\В истинно, если истинны 
оба высказывания А, В, и ложно во всех остальных 
случаях.

Пример 18. Рассмотрим снова неопределенные выска
зывания М (Q) и N (Q), указанные в примере 16. Тогда 
высказывание М (Q) ATV(Q) означает, что противополож
ные стороны четырехугольника Q попарно параллельны, 
т. е. это высказывание равносильно следующему:

L (Q) = {четырехугольник Q —параллелограмм}.
Пример 19. Рассмотрим следующие неопределенные 

высказывания о прямых линиях в пространстве:
А (/, ni) s {прямые линии I, т лежат в одной плоскости}, 
B(l, т) = {прямые I, т имеют общую точку}.
Тогда высказывание А (/, m)f\Ç}B(l, ni)) означает, что 
прямые /, т лежат в одной плоскости и не имеют общих 
точек, т. е. это высказывание равносильно следующему: 

С(/, т) == {/К т}.
Иными словами, ЛдП^) есть определение параллельно
сти прямых в пррстранстве

Пример 20. Рассмотрим следующие неопределенные 
высказывания о прямых линиях в пространстве:

С{1, т) = {1\\т},
D(l, пі) = {прямые I и т совпадают}.

Тогда запись
(С(/, n)AC(m, a)) —(C(Z, m)VD(i, ni))

1) Мы здесь придерживаемся принятого сейчас в школе опреде
ления параллельности, согласно которому две совпадающие прямые 
не считаются параллельными.
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Рис. 2.

выражает следующую теорему: две прямые I, т, каждая 
из которых параллельна третьей прямой п, либо парал
лельны между собой, либо совпадают. Эта формулировка 

является более четкой, 
чем та, которую обычно 
приходится слышать: две 
прямые, параллельные 
третьей, параллельны меж
ду собой. В самом деле, 
если обозначить через п 
основание АВ треуголь
ника АВС, через L и М — 
середины его боковых сто
рон, а через Іит— прямые,

параллельные п и проходящие соответственно через точки/, 
и М (рис. 2), то мы имеем 11| п, т || п, т. е. I и т—две 
прямые, параллельные третьей. Но, как известно, I и т 
совпадают (т. е. не являются параллельными согласно 
принятому в школе определению).

§ 8. Некоторые приемы доказательства

Мы уже останавливались выше на некоторых правилах 
рассуждения, часто использующихся как приемы доказа
тельства тех или иных теорем. Так на стр. 28 мы отмечали 
метод доказательства от противного, заключающийся в рав
носильности теорем

(Ѵх) (Л (X) -> В (X)) и (Ѵх) ((Ì В (X)) —> (~1 Л (X))).

На стр. 19—20 мы имели другие утверждения о равно
сильности (эквивалентности) высказываний:

1 ((Ѵх) Л (х)) равносильно (Эх) (1 Л (х)),
1 ((Эх) Л (х)) равносильно (Ѵх) ("1 Л (х)).

Вот еще важные примеры эквивалентностей:
Каковы бы ни были неопределенные высказывания 

М (х) и N (х), заданные на некотором множестве, неопре
деленные высказывания

1(/И(х)ѴМ(х)) и (-|Л4(х))А(1М(х)) (2)

эквивалентны. Точно так же эквивалентны высказывания 
T(Af(x)AJV(x)) и (-|Af(x))V(1tf(x)). (3)
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Пример 21. Пусть М. и N имеют тот же смысл, что 
и в примёре 16. Тогда высказывание М (Q) V M(Q) оз
начает, что Q—трапеция, а потому высказывание 
1 (М (Q) V N (Q)) означает, что Q—не трапеция. Но что 
означает «Q — не трапеция»? Это означает, что ни одно из 
высказываний М (Q), N (Q) места не имеет, т. е. спра
ведливы оба высказывания lAÍ(Q) и "1N (Q). Значит, 
справедливо и высказывание (1 Ai (Q)) Д (1 N (Q)). Таким 
образом, высказывания

W)Vtf(Q)) и (lyM(Q))AClAZ(Q))
означают одно и то же. Это и дает интерпретацию 'экви- 

- валентности высказываний (2). Аналогично можно полу
чить интерпретацию для (3).

В заключение укажем один прием доказательства, 
часто оказывающийся полезным. Мы сформулируем его 
в виде следующей теоремы.

Теорема, Пусть ЛДх), Л2(х),. . . , А„ (х) и В1(х), 
В2(х),..., ß„(x)— неопределенные высказывания, заданные 
на некотором множестве М и обладающие следующими 
тремя свойствами:

а) всегда (ш. е. для любого элемента х множества М) 
имеет место хотя бы одно из высказываний Аг (х), А2 (х), ...
• • • , 'А„ (х);

б) сир аведливы теоремы Аг (х) —> ßj (х), А2 (х) —>■ В2 (х),...
• • •. Л„(х)—+ß„(x);

в) высказывания В1(х), В2(х), . . . , ß„(х) взаимно исклю
чают друг друга, т. е. (для произвольно взятого элемен
та х) если одно из них истинно, то все остальные обя
зательно ложны.

Тогда все обратные теоремы В1(х)—>-Л1(х), В2(х)—► 
—> Л2 (х), ..., В„ (х) —> Л„ (х) также справедливы.

В самом деле, пусть высказывание В^х) истинно. 
Высказывание Л2(х) при этом не может быть истинным, 
так как иначе в силу б) было бы истинным и В2 (х), а 
это в силу в) невозможно. Так же показывается, что не 
могут быть истинными высказывания Л3 (х), ..., А„ (х). 
Но если все высказывания Л2(х), ..., Л„(х) ложны, то 
в силу а) должно быть истинным высказывание Лх(х). 
Итак, если истинно В1(х), то истинно и Лх(х), т. е. имеет 
место теорема ßj(x)—>Л1(х). Так же доказывается 
и справедливость теорем В2 (х)—>-Л2(х), .. .,Вп(х)—>• Л„(х).

Заметим еще, что при указанных в теореме условиях 
всегда имеет место хотя бы одно из высказываний В1 (х),
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В2(х), .... Вп (%), а высказывания А± (%), Л2 (%), ..., А„ (%) 
взаимно исключают друг друга.

Приведем два примера применения этой теоремы. 
Пример 22. Рассмотрим следующие неопределенные

высказывания (заданные на множестве Т всех треуголь
ников):

es {угол Л —острый},
Л2 = {угол Л — прямой},
Л3 = {угол Л—тупой},

В3?= {а2 = № + (?}, 
ß3 = {aa > ö2 + c2}.

Легко проверить, что условия а), б), в), указанные 
в приведенной выше теореме, выполняются. Следовательно, 
кроме теорем Лх—Л2—>-В2, А3—>-В2 справедливы 
обратные теоремы ßj—<• Лп В2 —+ Л2, В3 —>Л3. Например, 
первая из них гласит:

если квадрат некоторой стороны, треугольника 
меньше суммы квадратов двух других сторон, то 
угол, лежащий против этой стороны,—острый.

Пример 23. Рассмотрим квадратное уравнение
ахг +Ьх-}-с = 0, а=£0, (4)

с действительными коэффициентами и обозначим через D 
его дискриминант: О = Ь2 — 4ас. Рассмотрим, далее, сле
дующие неопределенные высказывания (заданные на мно
жестве всех уравнений вида (4)):

Л1 = {/)>0},
Л2 = {П < 0},
Л3 ={ß> = 0},

ß1 = {корни уравнения (4) действительны и различны}, 
В2 = {уравнение (4) не имеет действительных корней}, 
ß3 = {корни уравнения (4) совпадают}.

И здесь, как легко видеть, выполняются условия, ука
занные в приведенной выше теореме. Следовательно, верны 
не только прямые теоремы А1—^В1, Л2—>-ß2, А3—+В3, 
но и обратные: ßx —*Лх, ßa—>Л2, В3—>А3. Например, 
первая из этих обратных теорем гласит: если корни урав
нения (4) действительны и различны, то D > 0.

34



Задачи к главе I

1.1. Приведите примеры высказываний (истинных и 
ложных), которые можно записать одними только знаками, 
без слов.

1.2. Приведите примеры высказываний (истинных и 
ложных), которые одними только известными вам знаками 
записать невозможно.

1.3. Прочтите словами следующие высказывания, за
писанные знаками; какие из этих высказываний истинны, 
а какие ложны?

5 < 2, 11 + 3 = 18, 2 + 4< 10, 53= 125, 68+=216.
1.4. Сформулируйте отрицания следующих высказы

ваний:
Л4 = {257— четное число),
Q = {число К2 рационально),
7? == {число 7 положительно),
S = {число 5 отрицательно).

1.5. Для каждого из высказываний, сформулированных 
в задаче 1.4, укажите, что является истинным: само вы
сказывание или его отрицание.

1.6. Рассмотрите следующие два высказывания:
А = {существуют четные простые числа),
В = {существуют нечетные простые числа).

Определите их истинность. Является ли высказывание В 
отрицанием высказывания Л? Составьте отрацания к обоим 
высказываниям.

1.7. Образуйте отрицания следующих высказываний: 
С ={27 не делится на 2),
В = {не существует четных простых чисел), 
£={5-7+=35).

Какие из этих высказываний и их отрицаний истинны?
1.8. Для каждого из следующих высказываний со

ставьте отрицание, а затем двойное отрицание. Убедитесь, 
что двойное отрицание совпадает по смыслу с исходным 
высказыванием:

А = {15 делится на 3),
В s= {5 — число положительное),
С={3<7}.
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1.9. На множестве М, состоящем из чисел 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, задано неопределенное высказывание

Л(х)з»{х—нечетное число}.
Заполните таблицу истинности:

Высказывание Л(1) Л (2) Л(3) Л (4) Л (5) Л (6) А (7).

Его истинность

1.10. На множестве М, состоящем из чисел 1, 2,... 
. . . , 10, задано неопределенное высказывание

5(х) = {х является делителем числа 60}.
Составьте таблицы истинности неопределенных высказы
ваний В (х) и 1В (х).

1.11. На множестве М, состоящем из чисел 3, 4, 5, 
6,-7, 8, заданы два неопределенных высказывания:

■ /<(х)={х — простое число},
L (х) == {х—нечетное число}.

Составьте их таблицы истинности. Совпадают ли неопре
деленные высказывания К(х) и ¿(х) на множестве Ài? 
Совпадают ли они на множестве, состоящем из чисел 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8? ’

1.12. На множестве М, состоящем из чисел
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 

задано неопределенное высказывание
Е (х, y)?s{x-\-y принадлежит множеству Лі}.

Укажите все пары (а, Ь) элементов множества М, для 
которых высказывание Е (а, Ь) истинно.

1.13. На множестве N, состоящем из чисел
1, 2, .... 10,

задано неопределенное высказывание
F (х, у) s {число X является делителем числа у}.

Укажите все пары (а, Ь) элементов множества У, для 
которых высказывание F {а, Ь) истинно. Имеются ли та
кие пары (а, tí), для которых одно из высказываний F (а, Ы), 
F(b, а) истинно, а другое ложно? Имеются ли такие па
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ры (а, b), для которых оба высказывания F (a , b), F (b, а) 
истинны? Имеются ли такие пары (а, Ь), для которых 
оба высказывания F (a, b), F(b,a) ложны?

В задачах 1.14 —1.18 постройте отрицания выска
зываний и укажите в каждом случае, какое из высказыва
ний А, 1 А истинно.

1.14. А = {при каждом а > 0 уравнение х2 = а имеет
действительный корень}.

1.15. А == {при любом действительном а уравнение
х2 = а имеет действительный корень}.

1.16. А = {существует квадратное уравнение, не име
ющее действительных корней}.

1.17. А = {каждые два треугольника подобны между
собой}.

1.18. Л = {хотя бы одно из произвольных двух чисел
a, b делится на 3}.

1.19. Придумайте неопределенные высказывания, по
зволяющие с помощью знака общности V записать сле
дующие высказывания:

1. Все простые числа нечетны.
2. Для любого целого х' определено частное ÿ.

3. Каждое натуральное число х удовлетворяет нера
венству х2 > X.

4. Каждое действительное число выражается конечной 
десятичной дробью.

Убедитесь, что все эти высказывания ложны, и видо
измените их так, чтобы получить истинные высказы
вания.

1.20. Запишите с помощью знаков V, 3 следующие 
высказывания:

1. Не всякая простая дробь выражается конечной 
десятичной дробью.

2. Каково бы ни было натуральное число х, найдется 
такое натуральное число у, что х-\-у—простое число.

3. Каково бы ни было натуральное число х, можно 
подобрать такое натуральное у, что x2 + z/2< 100.

4. Каково бы ни было натуральное число у, среди 
натуральных чисел найдется такое число х, что х-уу — 
четное число.

5. Какова бы ни была точка х на прямой I, существует 
на этой прямой такая точка у, что расстояние между точ
ками X и у равно трем единицам.
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1.21. Запишите знаками следующие высказывания. Со
ставьте (в двух формах) отрицания этих высказываний и 
прочтите их словами:

1. Любое натуральное число делится на 5.
2. Существуют четные простые числа.
3. Все натуральные числа четны.
4. Существует треугольник с тремя прямыми углами.

Выделите условие и заключение и запишите в виде 
А—*В следующие теоремы (1.22 —1.24):

1.22. Диагонали параллелограмма делятся в точке пе
ресечения пополам.

1.23. Для любых положительных чисел а, b справед
ливо соотношение

lg (ab) = lg а+ lg b.

1.24. Всякое целое число, оканчивающееся двумя ну
лями, делится на 4.

В каждом из примеров 1.25—1.27 укажите, какое из 
двух утверждений вытекает из другого, и разными спосо
бами сформулируйте соответствующую теорему, исполь
зуя термины «.необходимое условие», «достаточное условие».

1.25. А = {число X равно нулю},
В == (произведение ху равно нулю}.

1.26. А == {прямые и /2 расположены в одной пло
скости},

В = {прямые Іу и 12 параллельны}.
1.27. Л = {а2^0}, ß = {a>0}.

В каждом из примеров 1.28—1.30 сформулируйте тео
рему А —>-В и обратную к ней теорему, укажите, в ка
ких случаях обратная теорема верна.

1.28. А == (треугольник Д— равнобедренный},
В = (две медианы треугольника Д равны между 

собой}.
1.29. А = -¡четырехугольник Q является ромбом},

В = (диагонали четырехугольника Q делят его 
углы пополам}.

1.30. А = {натуральное число а делится на 9},
В = {сумма цифр числа а делится на 3}.

1.31. Сформулируйте и докажите теорему, обратную 
теореме Пифагора.
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Убедитесь в том, что в приводимых ниже случаях 
(1.32—1.34) справедливо соотношение А <г+В, и сформули
руйте соответствующие теоремы, используя слова «необ
ходимо и достаточно'» или «в том и только в том случае».

1.32. А = Iфункция постоянна в области своего

определения j-,

ß = {ad = bc}.
1.33. Л = {из отрезков, длины которых равны а, Ь, с,

можно составить треугольник}, 
В = {положительные числа а, Ь, с связаны не- 

равенствами a + b>c, ô + c> a, a + c>ò}.
1.34. А == {многочлен P (x) = aoxn + a1xn-1+ ...

... А-ап^гх-\-ап делится на х—а}, 
ß^{ß(a) = 0}.

1.35. Докажите, что следующие утверждения равно
сильны:

А {двугранные углы при основании пирамиды равны}, 
ß == {высоты боковых граней, опущенные на стороны 

основания пирамиды, равны между собой, а вы
сота пирамиды проходит через основание},

С = {в основание пирамиды можно вписать окружность, 
а высота пирамиды проходит через центр этой 

окружнности},
D = {высота пирамиды образует равные углы с боко

выми гранями}.
1.36. Рассмотрите следующие неопределенные высказы

вания:
А = {все стороны основания пирамиды Р равны между 

собой},
В = {все боковые ребра пирамиды Р равны между 

собой},
С = {пирамида Р является правильной}.
Определите, верны ли теоремы:

А/\В—>С, С—+А/\В.
Сформулируйте теорему, пользуясь терминами «необходи
мое условие», «достаточное условие» (или «тогда и только 
тогда»).
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1.37. Тот нее вопрос (что и в задаче 1.36) относительно 
следующих трех высказываний:

А = {боковые грани пирамиды Р одинаково наклонены 
к плоскости основания),

Вез {все плоские углы в основании пирамиды Р равны 
между собой},

С =3 {пирамида Р является правильной}.

1.38. Докажите, что пирамида является правильной 
в тоім и только в том случае, если в основании пирамиды 
лежит правильный многоугольник, а высота пирамиды 
проходит через центр этого многоугольника.

1.39. Какие из следующих теорем верны? Какие из 
них являются по отношению друг к другу обратными, 
противоположными?

1. Если каждое из слагаемых делится на 11, то и 
сумма делится на 11.

2. Если ни одно из слагаемых не делится на 11, то и 
сумма не делится на 11.

3. Если хотя бы одно слагаемое делится на 11, то и 
сумма делится на 11.

4. Если сумма делится на 11, то и каждое слагаемое 
делится на 11.

5. Если сумма не делится на 11, то ни одно слагаемое 
не делится на 11.

6. Если сумма не делится на 11, то хотя бы одно 
слагаемое не делится на 11. '

1.40. Рассмотрите следующие неопределенные выска
зывания, заданные на множестве N всех натуральных 
чисел:

А (х) з= {х делится на 5},
В (х) = {х— нечетное число}.

Укажите смысл неопределенного высказывания 
1 (Л (х) V В (х)), рассматривая последнюю цифру числа.

1.41. Рассмотрите следующие неопределенные выска
зывания, заданные на множестве N всех натуральных 
чисел:

Л(х) = {х делится на 2},
В (х) = {х делится на 3}.

Каков смысл неопределенного высказывания
(1Л (х))Ѵ(1 £(*))?



ГЛАВА II

ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА

В школьном курсе математики теория действительного 
числа сколько-нибудь полно не излагается. И это неуди
вительно, так как доказательства, встречающиеся в этой 
теории, и даже само определение действительного числа 
весьма сложны и используют ряд идей, далеких от школь
ного курса. Между тем сам термин «действительное число» 
неизбежно появляется на уроках математики. В частно
сти, школьникам говорят о рациональных и иррациональ
ных числах (аккуратное определение которых также 
не приводится). Все это приводит к тому, что на всту
пительных экзаменах в вузах приходится слышать много 
ошибочных высказываний, связанных с действительными 
числами.

В этой главе собраны (как правило, без доказательств) 
свойства рациональных и' действительных чисел. Эти 
свойства и дают (несмотря на отсутствие полной теории) 
четкое и математически правильное представление о мно
жестве действительных чисел.

§ 1. Рациональные числа

К рациональным числам мы приходим, постепенно 
обобщая понятие числа. Самыми первыми числами, с ко
торыми мы знакомимся еще в младших классах школы, 
являются натуральные числа: 1, 2, 3, ... Множество Ñ 
всех натуральных чисел бесконечно. В этом множестве /V 
всегда выполнимы две операции: сложение и умножение. 
При этом сумма и произведение любых двух натуральных 
чисел снова являются натуральными числами. Что же 
касается обратных действий, вычитания и деления, то они 
выполняются в множестве натуральных чисел не всегда. 
Например, разность 5—9 и частное 2:3 невозможно вы
числить, не выходя за пределы множества N всех нату
ральных чисел. Стремление сделать эти операции всегда
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выполнимыми приводит к введению новых чисел, дроб
ных и отрицательных. В результате мы и приходим к 
множеству 7? рациональных чисел.

Обычно дробные и отрицательные числа вводятся 
не одновременно. В школе сначала вводятся дробные 
числа (точнее, положительные дробные числа: у,

Т’ 3"’ То ’ У’ У и Т- П-'- В'РезУльтате добавления этих
новых чисел операция деления одного натурального числа 
на другое (или даже одного дробного числа на другое) 
оказывается всегда выполнимой. Затем вводятся нуль и 
отрицательные рациональные числа. В результате мы и 
получаем множество 7? всех рациональных чисел. В этом 
множестве всегда выполнимы четыре арифметических дей
ствия (кроме деления на нуль). Иными словами, если а 
и b—рациональные числа, то определены их сумма а+Ь, 
разность а — Ь, произведение ab, а если Z? =И= 0, то опре
делено и частное у.

Возможен и другой путь построения множества ра
циональных чисел R. Именно, сначала к натуральным 
числам 1, 2, 3, ... присоединяют число 0 и отрица
тельные целые числа —1, —2, —3, ... В результате мы 
получаем множество Z всех целых чисел-. .., —3, —2, 
—1, 0, 1, 2, 3, ... В этом множестве всегда выполнима 
операция вычитания. Однако деление выполнимо не всегда; 
например, частное (—2):3 невозможно вычислить, не вы
ходя за пределы множества Z всех целых чисел. Чтобы 
сделать операцию деления выполнимой, добавляют к 
целым числам дробные числа (как положительные, так 
и отрицательные), в результате чего мы и приходим 
к множеству R всех рациональных чисел. Всякое рацио
нальное число представляется в виде отношения двух

2 3целых чисел (например, —t = (—2):3, -у = (—6):(—4), 
0 = 0:(—5)).

Разница между этими двумя путями построения мно
жества R состоит в том, что в первом случае мы сначала 
стремимся сделать выполнимой операцию деления, а потом 
обращаемся к вычитанию, а во втором случае мы сначала 
добиваемся выполнимости вычитания и лишь потом обра
щаемся к делению. Каждый из этих путей приводит к тому, 
что учащиеся быстро приобретают навыки выполнения
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действий с рациональными числами. При этом над вопро
сом «Что такое рациональное число?» обычно не задумы
ваются. Когда же этот вопрос задают (например, на всту
пительных экзаменах в вузе), чаще всего- приходится 
слышать такой ответ (очевидно, связанный со вторым из 
намеченных выше путей построения множества рациональ
ных чисел):

Рациональным называется всякое число, представляю
щееся в виде частного у некоторых двух целых чисел а, b 
(где Ьу=0).

Обычно такой ответ признается правильным (за неиме
нием другого). Однако он страдает существенными недо
статками. В самом деле, что означает «всякое число»? 
По-видимому, предполагается известным, что такое «число» 
вообще, причем чисел имеется много и среди них этим 
определением выделяются те числа, которые считаются 
рациональными. Если так понимать это определение, то, 
видимо, естественнее всего считать, что речь идет о выде
лении рациональных чисел из всего множества действи
тельных чисел. Иными словами, указанное выше опре
деление следует понимать так: всякое действительное число, 
представляющееся в виде частного у некоторых двух целых
чисел a, b (где ¿>=^0), называется рациональным. В этой 
формулировке четко указано, каким свойством выделяются 
рациональные числа из множества всех действительных 
чисел, но все же за определение рациональных чисел 
ее принять нельзя. Ведь действительное число представ
ляет собой более сложное понятие, чем рациональ
ное число. Вводятся действительные числа после того, 
как уже стали известными рациональные числа. И потому 
пытаться определить рациональные числа через действи
тельные—значит совершить порочный круг в рассуждениях.

Можно попытаться истолковать сформулированное выше 
«определение» рационального числа иначе: нам еще неизве
стно, что такое рациональное (и тем более действительное) 
число; мы знаем лишь целые числа и хотим определить 
рациональное число как частное двух целых чисел. Но и 
эта точка зрения непоследовательна. Ведь если мы знаем 
лишь целые числа, то, например, частное 2:3 не суще
ствует (в множестве целых чисел); как же можно ска
зать, что это (не существующее!) частное называется 
рациональным числом?
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Итак, хотя сформулированное выше «определение» 
обычно считается приемлемым, следует признать, что у нас 
в действительности нет корректного математического опре
деления рациональных чисел.

§ 2. Свойства множества рациональных чисел

Как же все-таки можно точно математически описать 
множество R рациональных чисел? Положение вещей здесь 
несколько напоминает то, которое имеется в геометрии. 
В курсе геометрии мы также не находим точных опреде
лений таких основных понятий, как, например, точка 
или прямая. Говорится, что луч света дает представ
ление о прямой линии, но это, конечно, лишь нагляд
ное описание, а вовсе не математическое определение. 
Таким образом, строго.говоря, понятия «точка» и «пря
мая» вводятся без определений. Однако основные свойства 
этих понятий указываются в аксиомах геометрии. Таковы, 
например, аксиомы: «Через две точки проходит одна и 
только одна «прямая», «Через точку, лежащую вне данной 
прямой, проходит (в плоскости, содержащей эту точку и 
прямую) единственная прямая,'не пересекающаяся с дан
ной прямой» и др. Правда, полный список аксиом гео
метрии в школьном курсе не указывается, но существа 
дела это не меняет: первоначальные понятия (точка, пря
мая и др.) вводятся без определений, зато в аксиомах 
дается необходимый перечень их свойств (что, по суще
ству, представляет собой «косвенное определение» точек, 
прямых и т. д.). С помощью этих свойств, указанных в 
аксиомах, выводятся все дальнейшие предложения (тео
ремы) геометрии.

Примерно так же обстоит дело с рациональными (или 
действительными) числами. Как мы видели, четкого опре
деления рациональных чисел в школьном курсе нет. 
Однако остается другой (аксиоматический) путь постро
ения множества R рациональных чисел. В этом случае 
предполагается известным, что такое натуральное число; 
далее без определения вводится термин «рациональ
ное число» и формулируются свойства рациональных чисел 
(т. е. аксиомы, дающие, по существу, «косвенное опреде
ление» множества рациональных чисел). Ниже дается 
перечисление основных свойств множества рациональных 
чисел.
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Множество У? всех рациональных чисел обладает сле
дующими четырьмя группами свойств.

а) Для любых двух рациональных чисел а, b опре
делена их сумма а + Ь. Операция взятия суммы (сложе
ние) коммутативна и ассоциативна, т. е. для любых рацио
нальных чисел а, Ь, с справедливы соотношения

a-\-b = b + a, (а + Ь) 4-с = а(Ь с).
Имеется такое число 0 (нуль), что

а -р 0 = а
для любого рационального числа а. Наконец, для любых 
двух рациональных чисел a, b найдется, и притом только 
одно, рациональное число, являющееся корнем уравнения 

Ь-\-х — а;
это число называется разностью чисел а и b и обозна
чается через а—Ь, а операция взятия разности назы
вается вычитанием. Разность 0—а обозначают также 
просто через —а.

б) В множестве R рациональных чисел содержатся 
все натуральные числа. Рациональные числа, представ
ляющиеся в виде разности двух натуральных чисел, 
называются целыми числами. (Ниже, на стр. 48, будет 
доказано, что целыми являются числа 0, ±1, ±2, ±3, ... 
и только эти числа.)

в) Для любых двух рациональных чисел a, b опреде
лено их произведение ab. Умножение (операция взятия 
произведения) коммутативно, ассоциативно и дистрибу
тивно:

ab = ba,
(ab) с = а(Ьс), 

а (Ь + с) = ab + ас.
Для любого рационального числа а справедливо соот

ношение \-а — а. Наконец, для любых двух рациональ
ных чисел а, Ь,.из которых b отлично от нуля, найдется, 
и притом только одно, рациональное число, являющееся 
решением уравнения Ьх = а\ это число называется частным 
чисел а и b и обозначается через у, а операция нахож
дения частного называется делением.

г) Любое рациональное число представляется в виде 
частного у некоторых двух целых чисел a, b (где Ь=£0).
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Можно доказать (однако это выходит за рамки школь
ной программы), что эти четыре группы свойств пол
ностью характеризуют множество R всех рациональных 
чисел. Иными словами, выполнение этих свойств можно 
принять в качестве определения множества R всех 
рациональных чисел (если свойства натуральных чисел 
считать известными). Отсюда, в частности, следует, что 
любое утверждение, касающееся рациональных чисел, 
может быть выведено из этих четырех групп свойств.

Итак, на вопрос о том, какие числа называются рацио
нальными, правильнее всего ответить, что рациональными 
называются числа, обладающие указанными выше четырьмя 
группами свойств.

Как видите, ответ, обсуждавшийся в § 1 (стр. 43), 
является неполным: в нем учтена лишь последняя из 
перечисленных четырех групп свойств. Тем не менее такой 
краткий ответ обычно признают правильным, если, конеч
но, отвечающий понимает, что в множестве всех рацио
нальных чисел выполнимы четыре арифметических действия, 
обладающие указанными выше свойствами а), б), в).

Наконец, напомним, что все рациональные числа рас
падаются на три типа чисел: положительные числа, число О 
и отрицательные числа. Положительным называется рацио
нальное число, которое можно представить в виде отно
шения двух натуральных чисел. Число 0 не является 
положительным. Все остальные числа (т. е. отличные от 
нуля и не являющиеся положительными) называются 
отрицательными. Часто встречаются также термины «не
отрицательное число», «неположительное число». Число а 
называется неотрицательным, если оно либо равно нулю, 
либо положительно. Неположительным число а будет в 
том случае, если оно либо равно нулю, либо отрицательно.

§ 3. Примеры применения свойств рациональных чисел
Покажем в качестве примеров, как используются указанные 

выше четыре группы свойств для доказательства дальнейших свойств 
рациональных чисел.

Пример 1. Доказать, что 0-й = 0 (для любого рационального 
числа а).

Решение. Применяя свойства а) и в), мы находим 
а= 1 -а = (1 -)-0)-а= 1 -а-)-0-а = а-|-0-а.

Таким образом, число 0-а является решением уравнения а = аЦ-х. 
Но число 0 также является решением этого уравнения. Так как это 
уравнение имеет единственное решение (свойство а)), то 0-а = 0.
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Пример 2. Доказать, что если произведение двух рациональ
ных чисел равно нулю, то хотя бы одно из них равно нулю.

Решение. Пусть ab — 0. Если aj=0, то мы можем рассмотреть 
частное -і-ґт. е. число, являющееся корнем уравнения а-х=1 и,

следовательно, удовлетворяющее соотношению «4-У

oô = 0, то, в силу результата примера 1, — (о6)=— 
а а

Так как

0 = 0 . —=0. а

Но мы имеем — (ab) = \^— • а ) Ь=\а ■ — J b= 1 -6 = 6. Следователь

но, 6 = 0.
Пример 3. Доказать, что а + (—а) = 0.
Решение. По определению мы имеем — а = 0 — а, a это озна

чает, в силу определения операции вычитания, что а-|-(—о)=0.
Пример 4. Доказать, что (—1)-(—1)=1.
Решение. Мы имеем (—1)(1+(—1)) = (—1)-0 = 0 (согласно

примерам 1 и 3). Пользуясь дистрибутивностью умножения, мы 
можем переписать это равенство в виде (—1)-1 + (—1).(—1) = 0 или 
(—1) + (— !)■(—1) = 0. Это означает, что число (—1)-(—1) является 
корнем уравнения (—1) + х = 0. Но число 1 также является корнем 
этого уравнения (ведь согласно примеру 3 мы имеем 1-)-(—1) = 0, а 
потому (—1)+1 =0). Так как это уравнение имеет единственный 
корень, то (—1)-(—1) = 1.

Пример 5. Доказать соотношения: —а = (—1)-а, —(—а) = а. 
Решение. Мы имеем (1 + (—1))а = 0-а = 0, и потому I-a-f-

+(—1) а = 0, илиа+(—1)а = 0. Это означает, что (—1)а есть корень 
уравнения а+х = 0. Но число —а также является корнем этого 
уравнения (пример 3). Следовательно, —а = (—1)а.

Далее, - ( - а) = ( -1 ) (-а) = (-1 ) ((-1 ) а) = ((-1) (-1 )) а = 
= 1-а = а (в силу результата примера 4).

Пример 6. Доказать, что а—Ь = а-{-(—Ь).
Ре ш е н и е. Мы имеем

&+(a+(-fc)) = 6 + ((-è) + a) = (b+(-â))+a = 0 + a = a,

т. е. число а+(—Ь) является решением уравнения b-f-x = a. Но 
число а — b также является (по определению) корнем этого уравнения. 
Следовательно, а — 6 = а + (—Ь).

Пример 7. Доказать, что сумма трех (или большего числа) 
рациональных чисел может быть вычислена в любом порядке, на
пример:

(a-f-b)-|-c=6 + (c-)-a) = a-|-(c-|-&) и т. д.

Решение. Это вытекает из коммутативности и ассоциативности 
сложения. Докажем, например, равенство (a+ô) + c = â-)-(c+a). 
Имеем

(a+6)-J-c=(6+a)-l-c=fc + (a-(-c) = Z)-|-(c-(-a).

Замечание. В силу доказанного можно писать просто a-¡-b-¡-c 
без указания порядка выполнения сложения, т.е. мы получаем воз
можность определить сумму трех (и более) рациональных чисел. 
Далее, учитывая результат примера 6, мы можем и в алгебраической
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сумме переставлять члены в любом порядке, например:
(а — Ь)+с = (а -(- (—Ь)) + с = а+(—Ь) + с = с+ а + (—6) =

= (с+о) + (—¿>) = (c+fl) —&,
Поэтому алгебраическую сумму также можно писать без указания 
порядка выполнения сложения (т. е. без скобок), например:

а — Ь-)-с = с + 0 — бит. д.
Пример 8. Доказать соотношения: — (а+6)= — а—Ь,

— (a — b) — b — a.
Решение. Имеем

_(а+6) = (_ 1)(а+6) = (- 1)а + (-1) /> = (- а)+(—6) =
= (— а) — b — — а — b.

Далее,
— (а —ò) = (—1) (а —&) = (—1)(а-|-(— />)) =

= (—1) (а + (—1) ò) = (—1) а + (—1) ((—1) 6) =
= (-l)a + ((-l).(-l))& = (-a)+l-b = (-a) + 6 = ô + (-a) = ô-a.

Замечание. Теперь мы получаем возможность обосновать 
правила сложения и вычитания многочленов. Например,

(а — & + с) + (/л — л+<7) = (а+(— ô) + c) + (m + (— «)+?)=
= а+(— Ь)+с+/п + (— n) + q = a — 6-)-c+m — n + q,

(a—b+c) — (m — n + q) = (a — b + c) + ( — (m — n + q)) =
= (a — ¿ +c) + (— /n + n — q) = a — 6+c—— q.

Иными словами, для сложения и вычитания многочленов нужно 
лишь раскрыть скобки, пользуясь обычным правилом знаков.

Пример 9. Доказать, что a(b—c) — ab — ac.
Решение. Имеем

а(Ь — с) = а(Ь + (— c)) = a(b-¡-(—1)-с) =
= ab + а ((— 1 ) с) = ab+а (с (—1 )) = ab + (ас) (— 1 ) =

= ab + (—1 ) (ос) = ab + (— (ас))'= ab — ас.

Замечание. Вместе с равенством a(è + c) = o& + oc (выра
жающим закон дистрибутивности) доказанное соотношение дает пра
вило умножения одночлена на многочлен. Например,

а (т — п + р) = ат — ап+ар.

Дважды применяя это правило, мы получаем и обычное правило 
умножения многочлена на многочлен. Отсюда, в частности, вытекают 
все формулы сокращенного умножения.

Пример 10. Доказать, что всякое целое число, отличное от 
нуля, либо является натуральным, либо имеет вид —п, где « — на
туральное число.

Решение. Пусть а—целое число, отличное от нуля. По опре
делению a=k — I, где k и I — натуральные числа (свойство б)). При 
этом k I (ибо а Ф 0). Для двух различных натуральных чисел k,
I имеет место одно из двух обстоятельств: k > I или k < I (свойства 
натуральных чисел нам известны). Если k> I, то a = k — I есть на
туральное число. Пусть теперь k < I. Тогда —а = — (k — l) = l — k
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есть натуральное число; обозначим его через п, так что 
Теперь имеем а = — (—а) =—п.

Пример 11. Вывести правило сложения дробей.

■ а = п.

Решение. Пусть р - и q — —два рациональных числа.

Здесь а, Ь, с, d — целые числа, причем 6/0, d / 0. Запись Р = ~у
означает, по определению, что а —bp-, точно так же c = dq. Следова
тельно, ad=‘bp d = bdp-, далее, bc — b-dq = bdq. Теперь мы находим 
ad-\-bc = bdp-\-bdq = bd(p-\-q). Так как bd Ф 0 (пример 2), то из 
равенства ad + bc = bd (p-J-ç) мы находим

р+д
_ ad+6с
~~bd~

Иначе говоря,
а , с ad-\-bc 

— bd ’

а это и есть правило сложения дробей.
Аналогично устанавливаются и правила умножения и сокраще

ния дробен.
Пример 12. Доказать, что сумма и произведение двух поло

жительных рациональных чисел являются положительными числами.
Решение. Пусть р, q — положительные рациональные числа. 

_ ас
Тогда их можно представить в виде Р==_у> g=~¿ > где 6, с, d — 
натуральные числа. Имеем

р+д
ad-¡-bc 

~ bd

В числителе и знаменателе этой дроби, очевидно, стоят натуральные 
числа. Значит, число р + д, являющееся отношением двух натураль
ных чисел, положительно. Аналогично доказывается, что pq— поло
жительное число.

Разобранные примеры убедительно показывают, что, в самом 
деле, все свойства рациональных чисел могут быть выведены из 
указанных выше четырех групп свойств а), б), в), г).

§ 4. Причины, заставляющие расширить множество 
рациональных чисел

Множество 7? всех рациональных чисел обладает очень 
удачными свойствами и для целей арифметики является 
вполне достаточным. Возможность выполнения (в множе
стве рациональных чисел) четырех арифметических действий 
позволяет решать уравнения и системы уравнений первой 
степени и, следовательно, позволяет решать большое число 
задач.

И все-таки одними рациональными числами обойтись 
не удается. Кроме них приходится вводить еще новые
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числа, не являющиеся рациональными и называемые ирра
циональными. Вместе рациональные и иррациональные 
числа объединяют одним общим названием: действитель
ные числа.

Прежде чем мы перейдем к описанию всего множества 
D действительных чисел, напомним те алгебраические и 
геометрические причины, которые заставляют вводить 
новые, иррациональные числа. Одна из основных алгеб
раических причин заключается в том, что квадратные 
уравнения и уравнения более высоких степеней с рацио
нальными (и даже целыми) коэффициентами не всегда 
удается решить, оставаясь в множестве рациональных 
чисел. Даже такие простые уравнения, как х2 = а, х3 = а 
и т. д. (где а—положительное рациональное число), тре
буют для своего решения введения новых, иррациональ
ных чисел, так как не из всякого положительного рацио
нального числа удается извлекать корни (квадратные, 
кубические и т. д.). В школьных учебниках алгебры 
имеется доказательство того факта, что число )^2 (т. е. 
положительный корень уравнения х2 = 2) иррационально, 
или, точнее, что не существует рационального числа, 
квадрат которого равен 2. Таким образом, уже извлече
ние корней (арифметических) требует введения иррацио
нальных чисел.

Сказанное выше дает повод к одной весьма распрост
раненной ошибке: нередко на вступительных экзаменах 
в вузах поступающие говорят, что «иррациональными 
называются числа вида jAi, где п — натуральное число, 
не являющееся точным квадратом». В чем здесь ошибка? 
Верно, что если натуральное число п не является точным 
квадратом, то число Кп иррационально. Но далеко не 
все иррациональные числа имеют такой вид (или даже 
являются корнями алгебраических уравнений с рацио
нальными коэффициентами). Для правильного ответа на 
указанный вопрос нужно сначала дать описание мно
жества D всех действительных чисел, после чего ирра
циональные числа можно будет определить следующим 
образом: иррациональными называются действительные 
числа, не являющиеся рациональными, т. е. не предста
вимые в виде отношения двух целых чисел.

Но прежде чем мы дадим описание множества D всех 
действительных чисел, мы укажем еще геометри
ческие причины введения иррациональных чисел. Одна
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из основных геометрических причин заключается в том, 
что рациональных чисел не хватает для измерения 
отрезков. Напомним, что результат измерения отрезка 
(длина отрезка) описывается следующим образом.

Пусть в качестве единицы измерения взят некоторый 
отрезок MN. Тогда каждому отрезку АВ можно припи
сать число I AB I—его длину. При этом имеют место 
следующие свойства:

1) длина любого отрезка является положительным 
числом;

2) равные отрезки имеют равные длины;
3) если точка С лежит на отрезке АВ, то длина отрез

ка АВ равна сумме длин отрезков АС и ВС;
4) длина отрезка MN равна 1.

/7
і----------- 1

4
і—s----- J---------- 4--------- ы
л У?

Рис. 3.

Для нахождения длины данного отрезка АВ исполь
зуется процесс измерения. Напомним, в чем он заклю
чается. Сначала будем на отрезке АВ откладывать еди
ницу длины MN (рис. 3). Пусть, например, она уложи
лась на АВ три раза, после чего остался остаток Aß, 
меньший MN. Тогда мы берем десятую часть M1Nl 
отрезка MN и этот отрезок начинаем откладывать на

М N
Н-н и i i і-Н М, н

А,Аг
I-------------------і-------------------і-------------------H-H

Л в
Рис. 4.

Aß. Скажем, эта десятая часть единицы измерения уло
жится на Aß два раза, после чего остается остаток Aß, 
меньший Mßi (рис. 4). На этом отрезке Aß мы будем

« откладывать сотую часть единицы измерения—пусть, 
например, она отложится 5 раз,— и т. д.
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Теперь мы можем сказать, что на отрезке АВ уло
жилось 3 целых единицы измерения, да еще 2 десятых 
ее доли, да еще 5 сотых, ... В этом случае длину 
отрезка АВ принято записывать десятичной дробью 
3,25... Вообще говоря, эта десятичная дробь будет 
бесконечной, поскольку после каждого откладывания 
может оставаться остаток, и процесс измерения за конеч
ное число шагов не завершится. Итак, длина а отрезка АВ 
запишется в виде бесконечной десятичной дроби

а — 3,25...

Рис. 5.

АВ
его

Вспомним теперь нз курса арифметики, что всякое 
положительное рациональное число (т. е. отношение 
двух натуральных чисел) при записи (пли, как говорят, 
«обращении его») в виде десятичной дроби дает либо 

конечную, либо бесконечную периоди
ческую десятичную дробь. Значит, ес
ли бы длина любого отрезка выра
жалась рациональным числом, то 
у нас получались бы в результате из
мерения только конечные или беско
нечные периодические десятичные дро
би. Например, если отрезок АВ равен 
четверти единицы йзмерения MN, то 
его длина выражается конечной деся
тичной дробью 0,25, а если отрезок

равен третьей части единицы измерения MN, то 
длина выражается бесконечной периодической деся

тичной дробью 0,3333... Но легко понять,что существу
ют и такие отрезки, длина которых не выражается 
конечной или бесконечной периодической десятичной 
дробью.

Пусть, например, NP — гипотенуза равнобедренного 
прямоугольного треугольника, одним из катетов которого 
является единица измерения MN (рис. 5). Согласно теореме 
Пифагора, длина отрезка NР равна К 2, и, следовательно, 
длина этого отрезка не выражается рациональным чис
лом. Это означает, что при измерении отрезка NP мы 
получим десятичную дробь, которая не будет ни конеч
ной, ни бесконечной периодической, т. е. мы получим 
бесконечную непериодическую десятичную дробь. Мы ви
дим, что для геометрических целей (для измерения отрез
ков) рациональных чисел не хватает, и это также 
является одной из причин введения новых, иррациональ-
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ных чисел. Еще одним хорошо известным примером ирра
ционального числа является число я (иррациональность 
этого числа доказывается непросто, и мы здесь этого 
доказательства не приводим).

Сказанное выше является причиной возникновения 
хорошо известного «определения» иррационального чис
ла—определения, которое внешне кажется простым и 
понятным, но в действительности математически коррект
ным не является. Именно, мы знаем, что всякое рацио
нальное число записывается в виде конечной или беско
нечной периодической десятичной дроби и, обратно, каж
дая такая дробь изображает некоторое рациональное 
число. Поэтому число будет иррациональным в том и 
только в том случае, если оно записывается в виде 
бесконечной непериодической десятичной дроби. 
Это свойство обычно и принимают за «определение» ирра
ционального числа, т. е. говорят, что иррациональным 
называется число, записывающееся в виде бесконечной непе
риодической десятичной дроби.

В чем же некорректность такого определения? Прежде 
всего, в его неполноте, в том, что оно указывает лишь 
форму записи действительного числа, но ничего не гово
рит о действиях над такими числами. Ведь мало 
указать, как записываются действительные числа, надо 
еще определить сложение и умножение действительных 
чисел, а с этим в приведенном «определении» дело обстоит 
совсем не благополучно. Вспомните, каким трудоемким 
является умножение («в столбик») двух многозначных 
чисел, и вы легко сможете себе представить, насколько 
сложным окажется перемножение двух бесконечных 
(да еще непериодических) десятичных дробей. Во всяком 
случае, сложение и умножение действительных чисел 
должны быть четко определены, а этого в приведенной 
выше формулировке нет.

Надо сказать, что принципиально возможно дать 
определение действительного числа как бесконечной деся
тичной дроби, но в такое определение обязательно должно 
входить описание действий с бесконечными дробями. Такой 
путь построения теории действительного числа оказы
вается вовсе не простым, и в школе он подробно не рас
сматривается. Поэтому мы примем другой путь изложения: 
мы опишем множество действительных чисел с помощью 
его свойств (подобно тому как это было сделано для 
рациональных чисел) и лишь потом выясним, что означает
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запись действительного числа в виде бесконечной деся
тичной дроби.

В заключение этого параграфа разберем два примера.
Пример 13. Доказать, что число 0,123456789101112..., 

в котором после запятой выписаны подряд все натуральные 
числа, не является рациональным (т. е. что эта дробь — 
непериодическая).

Решение. Допустим, напротив, что эта дробь явля
ется периодической, и пусть ее период содержит k зна
ков, т. е., начиная с некоторого места, в этой дроби все 
время повторяется одна и та же последовательность из 
k цифр. Где-то дальше нам обязательно встретятся подряд 
k нулей (так как среди натуральных чисел имеются числа 
Ю*, Ю*+1, 10*+а, ...), а потому из периодичности дроби 
вытекало бы, что ее период состоит из одних нулей, т. е. 
что эта десятичная дробь является конечной. Но это явно 
противоречит способу образования этой дроби. Получен
ное противоречие и доказывает требуемое утверждение.

П ример 14. Доказать, что число ¡/2+1^3 иррацио
нально.

Решение. Допустим, напротив, что К 2 j/З = г, 
где г—некоторое рациональное число. Заметим, что 
число г, очевидно, не равно нулю. Тогда |ЛЗ=л—/2, 
откуда, возводя в квадрат, находим 3 = г2 — 2г|/^2 Д- 2, или

(напомним, что г=#0). Но стоящее в правой части число 
рационально (так как г рационально), и у нас получи
лось, что 1^2 — рациональное число. Полученное проти
воречие и доказывает наше утверждение.

§ 5. Предел монотонной ограниченной 
последовательности

Итак, мы пока еще не дали описания множества дейст
вительных чисел. Из геометрических соображений выяс
нилось, что числа, которые мы хотим определить (т. е. 
действительные числа), нужно уметь записывать в виде 
бесконечных десятичных дробей. Такая же запись исполь
зуется и в алгебре. Например, мы пишем

К2= 1,41421...
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Какой смысл имеет эта запись? Что означает бесконечное 
множество цифр после запятой? На этот вопрос отвечает 
последовательность чисел

^=1,4; а2= 1,41; а3== 1,414; 
а4=1,4142; «0= 1,41421;

которые мы получим, если будем сохранять после запя
той 1, 2 и т. д. цифр. Все эти числа alt а2, а3, ... 
рациональны (они записываются в виде конечных десятич
ных дробей) и образуют неубывающую последователь
ность }):

сц аг ’С а3 «4 íC ай .
Далее, эта последовательность ограничена: так как каж
дое из чисел а„(п=1, 2, 3, ...) имеет перед запятой 
цифру 1, то

1 < ап < 2 (для любого п= 1, 2, 3, ...).
Наконец, числа этой последовательности все более при
ближаются к числу К2 при возрастании п. Это означает, 
что, начиная с некоторого п, каждое из чисел а„ будет
отличаться от К2 менее чем на ygoo (это’ как легко по"
нять, будет для всех п > 3), а если мы продвинемся 
дальше, то найдем такое п, начиная с которого ап будет

/2отличаться от менее чем на ;, И Т.Д. Вообще,10 000 000 :

какое бы положительное ЧИСЛО е МЫ НИ ВЗЯЛИ ,

10000 000 или любое другое), найдется в последователь

ности alt а2, а3, ... такое число а„о, начиная с которого 
каждое «„ будет отличаться от К 2 менее чем на є:

— е</2—ап<& при п > п0
(в данном случае можно было бы даже написать 0 < 2 —
— ап < е). Это обстоятельство записывают так:

lim а„ =]/ 2,
• п-+ со

и говорят, что V2 есть предел последовательности {«„}.

J) Мы не можем сказать, что эта последовательность является 
возрастающей (хотя для первых членов имеют место строгие 
неравенства: сц < а2 < а3 < аЛ < ...). Ведь если на к-м месте после 
запятой нам встретится цифра 0, то мы будем иметь оА_1 = оА 
(а не ак-2 < ак). ,
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Рнс. 6.

Другой пример возрастающей ограниченной последова
тельности известен из курса геометрии. Рассмотрим окруж
ность радиуса 1 (рис. 6) и обозначим через р2 периметр 
вписанного в нее квадрата, через р3— периметр вписан

ного правильного восьмиуголь
ника, ..., через рп — периметр 
вписанного правильного 2"-уго- 
льника, ... Мы получаем, таким 
образом, последовательность р2, 
р3, .... р,„ ..., причем эта пос
ледовательность будет возраста
ющей и ограниченной:

< р3 < .. . < р„ < ...,
О < Рп < 8

(последнее неравенство имеет 
место потому, что периметр лю
бого вписанного многоугольни

ка не превосходит периметра описанного квадрата, рис. 
6). И в этом случае рассматриваемая возрастающая ог
раниченная последовательность имеет предел: в
данном случае пределом будет длина окружности, т. е. 

lim рп = 2л.
п -> OD

Можно построить и примеры невозрастающих ограни
ченных последовательностей. Например, рассмотрим при
ближения числа У 2 с избытком:
Ьх=1,5; Ь3= 1,42; Ь3 = 1,415; bt = 1,4143; b3 = 1,41422; ...
Эта последовательность {/>„} является невозрастающей 
и ограниченной:

t/2 jÿÿS t/jj Jjÿ? • • • ,
1<Ь„<2.

Ее пределом является число К2:
lim bn — К2.

П -* OD

В качестве последнего примера рассмотрим последо
вательность чисел

сх= 1,1; сг = 1,01; с3= 1,001; с4= 1,0001; ...;

с - - 1 4- — •“ юл > ■ • •
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Ясно, что эта последовательность является убывающей 
и ее предел равен 1:

lim с„ = 1.
п _►

Во всех четырех примерах числа, составляющие по
следовательность, являются рациональными (они записы
ваются в виде конечных десятичных дробей). Но предел 
последовательности в первых трех случаях был иррацио
нальным числом, а в последнем примере—рациональным.

Что бы мы сказали об этих последовательностях, если 
бы мы ограничились рассмотрением только рациональ
ных чисел (не зная или не желая говорить о существо
вании иррациональных чисел)? Мы вынуждены были бы 
сказать, что первые три из этих последовательностей не 
имеют предела, в то время как четвертая имеет предел 1. 
В самом деле, рационального числа, к которому 
приближались бы числа а„ а2, а3, не существует 
(они приближаются к числу К2, но оно не является 
рациональным), т. е. в множестве одних только рацио
нальных чисел первая последовательность не имеет предела.

. Мы видим, что в множестве рациональных чисел и е 
всякая монотонная (т. е. невозрастающая или неубы
вающая) ограниченная последовательность имеет предел. 
Если мы хотим, чтобы любая монотонная ограниченная 
последовательность имела предел, мы должны добавить
к рациональным числам новые, иррациональные.

Это соображение и является тем последним звеном, 
которого нам не хватало для полного описания всех основ
ных свойств множества действительных чисел.

Подчеркнем во избежание недоразумений, что этот пара
граф содержал лишь пояснения, необходимые для даль
нейшего. Рассуждения носили лишь наводящий характер, 
и их никоим образом нельзя рассматривать как «дока
зательство» того факта, что любая ограниченная моно
тонная последовательность имеет предел (в множестве 
действительных чисел).

§ 6. Свойства множества действительных чисел
Теперь у нас есть все необходимое, чтобы дать полное 

описание множества действительных чисел. Как и в случае 
рациональных чисел, мы дадим «косвенное определение» 
множества действительных чисел, перечислив его основные
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свойства (аксиомы). Грубо говоря, с алгебраической точки 
зрения множество D всех действительных чисел устроено 
так же, как и множество R рациональных чисел. Однако 
действительных чисел больше—настолько больше, что 
любая монотонная ограниченная последовательность имеет 
в D предел. Более точно, множество D всех действитель
ных чисел обладает следующими пятью группами свойств.

A) Множество D содержит все рациональные числа 
(а значит, и все целые числа, в частности числа 0 и 1).

Б) Для любых двух действительных чисел а, b опреде
лена их сумма а + Ь. Операция взятия суммы (сложение) 
коммутативна и ассоциативна, т. е. для любых действи
тельных чисел а, Ь, с справедливы соотношения

а + b = b + а,
(а -(-Ь) + с = я + (Ь + с).

Далее, а + 0 = а для любого действительного числ^ а. 
Наконец, для любых двух действительных чисел о, b най
дется (и притом только одно) действительное число, являю
щееся решением уравнения Ь-\-х = а; это число называется 
разностью чисел а и b и обозначается через а—Ь, а опе
рация взятия разности называется вычитанием. Разность 
О—а обозначают также просто через —а.

B) Для любых двух действительных чисел a, b опреде
лено их произведение ab. У множение (операция взятия про
изведения) коммутативно, ассоциативно и дистрибутивно:

ab^ba,
(ab) с = а (be), 

а (Ь с) — ab + ас.
Для любого действительного числа а справедливо соот

ношение 1-а = а. Наконец, для любых двух действительных 
чисел a, b (где Ь=#0) найдется (и притом только одно) дей
ствительное число, являющееся решением уравнения bx — а-, 
это число называется частным чисел а и b и обозначается 
через , операция нахождения частного называется де
лением.

Г) Как и рациональные числа, все отличные от нуля 
действительные числа разбиты на положительные и отри
цательные числа. При этом сумма и произведение поло
жительных чисел снова являются положительными чис
лами. Это дает возможность ввести в множестве D неравен
ства: по определению а>Ь (или b < а), если число а—b
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положительно. Далее, если а отрицательно, то —а поло
жительно. Наконец, для любого положительного дейст
вительного числа а найдется такое положительное рацио
нальное число г, что г < а.

Д) В множестве D каждая ограниченная монотонная 
псследовательность имеет пределх).

Этим и завершается описание свойств множества действи
тельных чисел. Иными словами, выполнение свойствА), Б), 
В), Г), Д) можно принять в качестве определения 
множества D всех действительных чисел. Всякое утверж
дение, касающееся действительных чисел, может быть 
выведено из этих пяти групп свойств.

Так, из свойств Б) и В) вытекают (так же как и в слу
чае рациональных чисел—см. примеры 1—9 на стр. 46—48) 
обычные правила действий над действительными числами: 
возможность в алгебраической сумме переставлять члены 
в любом порядке, правила сложения, вычитания, умно
жения многочленов, формулы сокращенного умножения 
и другие правила тождественных преобразований. Все эти 
правила вытекают только из свойств, сформулированных 
в Б) и В).

В математике принято называть числовым полем всякое множе
ство чисел, которое обладает свойствами, указанными в Б) и В). 
Таким образом, множество D всех действительных чисел является 
полем. Его так и называют: поле действительных чисел. Другим при
мером поля может служить множество всех рациональных чисел (см. 
свойства а) и в) на стр. 45). Его называют поэтому полем рацио
нальных чисел. Еще один пример поля — поле комплексных чисел — рас
сматривается в четвертой главе. Во всяком поле можно по обычным 
правилам производить тождественные преобразования (так как спра
ведливость этих правил вытекает из аксиом —таких, как Б) и В),— 
которые имеют место, по определению, -в любом поле).

Теперь мы можем вернуться к вопросу об изображении 
действительных чисел с помощью бесконечных десятичных 
дробей. Возьмем какую-либо бесконечную десятичную

1) Еще раз подчеркиваем, что здесь было дано лишь перечис
ление свойств множества действительных чисел. При выбранном 
здесь аксиоматическом описании множества действительных чисел было 
бы неправильно ставить вопрос о «доказательстве» этих свойств 
(в частности, свойства Д), утверждающего существование предела 
ограниченной монотонной последовательности). Более правильным 
было бы поставить вопрос: существует ли множество действи
тельных чисел, т. е. чисел, обладающих всеми указанными свойст
вами? Математика дает утвердительный ответ на этот вопрос, но это 
уже далеко выходит за рамки школьного курса математики
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дробь, скажем дробь
0,123456789101112...,

рассмотренную в примере 13 на стр. 54. Попробуем по
нять, «изображает» ли эта дробь какое-нибудь действи
тельное число и какое именно. С этой целью рассмотрим 
последовательность рациональных чисел
^=0,1; ça=0,12; ç3=0,123; ... ; ç,3 = 0,1234567891011; ...,
которые мы получим, если будем в написанной бесконеч
ной дроби сохранять после запятой 1, 2 и т. д. цифр. 
Эти числа образуют, очевидно, ограниченную неубываю
щую псследовательность. Согласно свойству Д) сущест
вует предел этой последовательности, который мы обо
значим через а:

а— lim qn.
ri -> ®

Об этом действительном числе а и говорят, что оно 
изображается взятой бесконечной десятичной дробью.

То же рассуждение применимо и к любой другой беско
нечной десятичной дроби, т. е. любая бесконечная десятич
ная дробь изображает некоторое действительное число. 
(При этом любое действительное число может быть изобра
жено бесконечной десятичной дробью.)

Теперь становится понятным, что, в самом деле, действи
тельных чисел оказывается достаточно для измерения отрез
ков. Ведь, как мы видели на стр. 51, в процессе измерения 
отрезка получается бесконечная десятичная дробь, а каж
дая такая дробь изображает некоторое действительное 
число.

Пример 15. Вычислить несколько знаков бесконеч
ной десятичной дроби, изображающей число f/З.

Решение. Так как I3 < 3, а 23 >3, то 1 < f/З < 2, 
т. е. y/3—ì,... Рассмотрим теперь числа

1,0; 1,1; 1,2; ...; 1,9; 2,0 
и будем возводить их в куб. Путем проб находим, что 

1,43 = 2,744 < 3, 1,53 = 3,375 > 3.

Таким образом, |/3=1,4... Теперь испытаем числа 

1,40; 1,41; 1,42; ...; 1,49; 1,50.
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Возводя в куб, находим
t ,443 = 2,985984 < 3, 1,45s = 3,048625 > 3.

Таким образом, j/3=l,44... Аналогично можно нахо
дить последующие знаки. (Впрочем, существуют значитель
но более совершенные способы вычисления корней.)

Пример 16. Доказать, что между любыми двумя раз
личными действительными числами имеется рациональное 
число.

Решение. Пусть а и ß—два действительных числа, 
a^ß. Будем для определенности считать, что числа а и ß 
положительны, причем а < ß (другие случаи рассматрива
ются аналогично), т. е. а > 0, ß — а>0. Так как число 
— положительно, то (в силу свойства Г)) найдется такое

положительное рациональное число г', что г' < . Точно
так же найдется такое положительное рациональное чис
ло г", что г" < ß—а. Мы можем написать г' = ^, г"= >

где т, п, р, q— натуральные числа. Тогда и пото
му — < -і-, т. е. а < ii (мы здесь пользуемся обычными

свойствами неравенств; подробно о неравенствах сказано 
в главе третьей). Точно так же. у ¡СТ г", и потому ÿ<

< ß—а. Рассмотрим теперь числа 0, ~ ............ у =

— п. Первое из этих чисел меньше а, последнее больше а 
(т. е. 0 < а, п > а). Значит, найдется такое натуральное
k, что — .Изэтого следует, что ——а^~— q q q
—^-< ß—а, и потому у < ß. Итак, а < у <ß, 

kт. e. — — искомое рациональное число, заключенное меж
ду а и ß.

§ 7. Абсолютная величина
Определение. Абсолютной величиной |а| действи

тельного числа а называется число а, если а положи
тельно или равно нулю, и число —а, если а отрица
тельно.
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Иначе говоря,
( а, если а 0, •

'а I \ —а, если а < 0.

Заметим, что если число а положительно, то (в силу свой
ства Г)) число —а отрицательно, т. е. —а < 0 < а. Таким 
образом, —а < а. В этом случае |а| = а, т. е. |а| совпа
дает с большим из двух чисел а, —а. Легко проверить, что 
и в случае, когда а отрицательно, число | а| совпадает с 
большим из чисел а, —а. Таким образом, можно дать и 
другое определение абсолютной величины:

Абсолютной величиной действительного числа а =£ 0 на
зывается большее из двух чисел а, —а.

Из этого второго .определения непосредственно следу
ет, что I—а I = I а I, Точно так же из этого определения 
следует, что для любого действительного числа а справед
ливы неравенства

й^|а|, —а^|я|.
Умножая второе из этих неравенств на —1 (при этом знак 
неравенства изменится на противоположный), мы получим 
следующие два неравенства:

а I а |, а~^— ¡ а |,
справедливые для любого действительного числа а. Объе
диняя эти два неравенства в одну «цепочку», получаем

I U U U
Существует еще третье определение абсолютной вели

чины (разумеется, эквивалентное предыдущим), которое 
в некоторых случаях бывает очень удобным. Именно, 
абсолютную величину можно определить формулой

I а I = Va2,
где в правой части берется арифметический корень 
(т. е. положительное значение корня).

Пр и мер 17. Доказать, что неравенство |а| ^/? экви
валентно соотношениям —b ^.a^.b.

Решение. Допустим, что имеет место неравенство 
|а|<Д т. е. |с| не превосходит/?. Так как | а | — наи
большее из двух чисел а,—а, то каждое из них не пре
восходит Ь, т. е.

а^Ь, —а^Ь.
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Умножая второе из этих неравенств на —1, получаем 
!—Ь^а. Объединяя полученные неравенства —Ь^а,

в одну «цепочку», мы и получаем —
Обратно, пусть имеют место неравенства —b ^.a^.b, 

т. е. —Ь^а и а^Ь. Умножая первое из этих двух нера
венств на —1, перепишем их в виде —а^.Ь, а^Ь. Та
ким образом, каждое из чисел а, —а не превосходит Ь, 
а потому и наибольшее из них не превосходит Ь, т. е.
I а I

Пр и мер 18. Доказать, что для любых двух дейст
вительных чисел a, b справедливо неравенство

IаЧ~Ь I I а 14-1 b |.
Решение. Запишем для чисел а и b неравенства 

— |а|^а^|а|, —| b | b | b |.
Сложив эти неравенства, получим

— I а I — I b I sC a + ô < I а | +1 b |, 
или

—(N + ИХ а+ &< I а I +161- 
Таким образом, число с = | а | -J-1 b | удовлетворяет нера
венствам —c^a+ô^c, и потому (в силу предыдущего 
примера) I а -(-b | с, т. е. | а + b | | а | +1 b |, что и тре
бовалось.

Пример 19. Решить уравнение |х—1 | = |x-j-3|. 
Решение. Используя третье определение абсолютной 

величины, мы можем переписать заданное уравнение в виде 
= (1)

Возводя в квадрат обе части, получаем уравнение
(X- 1)2 = (х + 3)2. (2)

Раскрывая скобки и приводя подобные члены, мы полу
чаем уравнение 8х + 8 = 0, из которого находим х = ,—1.

Заметим теперь, что переход от уравнения (1) к урав
нению (2) совершался возведением в квадрат обеих частей 
уравнения. Такое, преобразование уравнения никогда не 
приводит к потере корней, но может привести к появле
нию посторонних корней. Поэтому следует проверить, 
является ли найденное значение х — —1 корнем исходного 
уравнения. Проверка показывает, что х =—1 удовлетво
ряет исходному уравнению.

Итак, данное уравнение имеет единственный корень 
X —— 1.
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§ 8. Числовая ось и координаты

М N
н

Пусть I—некоторая прямая. Отметим на ней произ
вольную точку О, которую будем называть началом отсчета 
(или просто началом). Точка О разбивает прямую I на 
два луча. Один из этих лучей условимся считать поло
жительным, а второй—отрицательным. На чертеже при
нято положительный луч отмечать стрелкой (рис. 7). Мы 
будем, кроме того, предполагать, что указан отрезок MN, 

принимаемый за единицу измере
ния длин.

Итак, на прямой I отмечено на
чало отсчета О и указано, какой из 
двух лучей считается положи- 
тельным; кроме того, выбрана еди
ница измерения MN. При этих ус
ловиях каждой точке А прямой I 
сопоставляется некоторое дейст

вительное число X, называемое координатой точки А. 
Делается это следующим образом: если точка А лежит на 
положительном луче, то за х принимаем длину отрезка О А 
(рис. 8); если А лежит на отрицательном луче, то за х

О
Рис. 7.

м1—
N—i

х=2
ч-

0 А
Рис. 8.

М N 
I-------- 1

х=-3 
—i-------

Рис. 9.

принимаем отрицательное число, абсолютная величина 
которого равна длине отрезка О А (рис. 9). Наконец, если 
точка А совпадает'с О, то полагаем х = 0. Короче,

х =
IО А |, если А лежит на положительном луче; 

— |ОЛ1, если А лежит на отрицательном луче;
О, если А совпадает с О.

Итак, каждой точке прямой I сопоставляется действитель
ное число—координата этой точйи. Весьма существенно, 
что каждое действительное число является координатой 
некоторой (и притом только одной) точки на прямой I.

Этот факт (в школьном курсе алгебры не доказыва
емый) выражают следующими словами: установлено вза-
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имно однозначное соответствие между всеми точками 
прямой I и всеми действительными числами. Вместо того 
чтобы сказать «точка А прямой I имеет координату х», 
говорят также «число х изображается точкой Л». Для 
сокращения речи принято говорить «точка х» вместо «точка, 
изображающая число х». Иными словами, часто не раз
личают число и изображающую его точку.

Прямая I, на которой указанным способом изобра
жаются действительные числа, называется числовой осью. 
Для наглядности указывают на числовой оси точки, 
имеющие целочисленные координаты ... —3, —2, —1, О, 
1, 2, 3, ..., и надписывают эти числа около соответствую
щих точек (рис. 10). В этом случае изображать на чертеже 
единицу измерения MN не обязательно (например, отрезок

-4-3-2-10123--- 1----- !----- 1----- і----- j-----4----- J----- 1------э-

f Рис. ІО.
i

с концами в точках 0 и I равен единице измерения). 
Иногда указывают и более мелкие деления (например, 
через каждую десятую часть единицы измерения).

Чаще всего числовую ось изображают горизонтально, 
причем положительным считают правый луч, a отрица
тельным—левый (как на рис. 10). В этом случае нера
венства допускают очень простую геометрическую 
интерпретацию. Именно, неравенство хг > х2 означает, что 
точка Хі расположена правее точки х2. Простую геомет
рическую интерпретацию допускает также факт, доказан
ный в примере 16 (стр. 61): между каждыми двумя точ
ками числовой прямой найдется рациональная точка. 
Короче этот факт выражают так: множество рациональных 
чисел плотно на числовой прямой.

В заключение этого параграфа напомним следующую 
теорему, часто используемую при решении задач.

Теореми. Пусть А, и Аг—две произвольные точки 
на числовой оси, х, и х2—их координаты. Тогда расстоя
ние между точками А, и А„ (т. е. длина отрезка А, А А 
равно J хх—х2|.

Доказательство этой теоремы сводится к разбору раз
личных случаев расположения точек А1 и А2 на число
вой оси.
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Например, если точка /lj лежит на положительном луче, 
а точка Л2— на отрицательном (рис. 11), то = | ОЛг |, 
%2 = —|°АІ> и потому

I А Al = I АО I +1 о АI—хі—х2-
Так как число хх—х2 в этом случае положительно (ибо 
л'і > 0, ха < 0), то I л'і——а2. Таким образом,

А 0 А,----- 1--------1---------------1------
Рис. 1 1.

I АА| = Іхі—х21> т- е- в рассматриваемом случае утверж
дение теоремы справедливо.

Если же, скажем, обе точки Alt Аа лежат на положи
тельном луче, причем точка Аг расположена между О и Аа 
(рис. 12), то A^IOXJ, Аа = | 0Л2|, и потому

I А АI = І О А 2 J I Оу4і I = х2 а1= (х2 х2).
Так как число а,—х2 в этом случае отрицательно (ибо 
А'і < А'а)> т0 ІАТ—х2 I = — (Аі—Аг)- Таким образом, и в этом 
случае I Л1Л2| = |а1—х„|.

0 А{ Аг
----- 1------- 1-------------------1------- з-

Рис. 12.

Аналогично рассматриваются другие возможные случаи 
расположения точек А2 на числовой оси.

В качестве иллюстрации мы решим «геометрически» 
уравнение- примера 19.

Пример 20. Решить уравнение |х—1 | = |х + 3|.

-3 -/ 0 1
----1------- 1------ о------ 1------- о----- 1------ □------- 1-------- 1-------Р*-

Рис. 13.

Решение. Число |х—1| представляет собой, в силу 
сформулированной выше теоремы, расстояние между точ
ками а и 1, а число I а 31 — расстояние между точками 
а и —3. Таким образом, написанное уравнение геометри
чески формулируется следующим образом: точка а нахо
дится на одинаковом расстоянии от точек 1 и —3. Иначе
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говоря, X—середина отрезка с концами в точках 1 и—3, 
т. е. х =— 1 (рис. 13).

Итак, написанное уравнение имеет единственный корень 
X — -—1.

§ 9. Некоторые числовые множества

Важную роль в математике играют различные мно
жества. Например, можно говорить о множестве всех 
фигур, подобных данной, о множестве всех рациональных *• 
чисел и т. д. Мы здесь будем рассматривать только мно
жества, составленные из чисел' (их называют числовыми 
множествами). Примерами могут служить множество всех 
целых чисел, множество всех рациональных чисел, мно
жество всех корней данного уравнения и др. ’

Для того чтобы указать, что число х принадлежит 
множеству М (или, как говорят, является элементом 
множества М), пишут х^М. Запись же х^УИ означает, 
что число X не принадлежит множеству УИ. Например, 
если R означает множество всех рациональных чисел, то 
мы можем написать

’ 2ЄД, —¡-€/?,

Множество всех действительных чисел X, удовлетворяю
щих неравенствам

а^х^Ь

(где а, b—действительные числа, причем a<¿), назы
вается числовым отрезком, или просто отрезком. Это мно
жество обозначается символом [а, fr] Название «отрезок»

О а b

Рис. 14.

объясняется тем, что на числовой оси это множество 
в самом деле изображается некоторым отрезком (жирная 
линия на рис. 14). Числа a, b (или изображающие их 
точки) называются концами отрезка [а, fr]; остальные 
точки принадлежащие этому отрезку, называются его 
внутренними точками. Например, 2 есть внутренняя 
точка отрезка [1, 6].
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Множество всех действительных чисел X, удовлетворяю
щих неравенствам

а < X < b
(где а < Ь), также изображается на числовой оси отрезком, 
к которому, однако, не причисляются его концевые точки. 
Это множество называется интервалом и обозначается 
символом (а, ö).

Через [а, Ь) обозначается множество всех действитель
ных чисел .г, удовлетворяющих неравенствам а^.х<Ь, 
а через (ö, b]—множество чисел, удовлетворяющих нера
венствам а<_х^.Ь. Эти множества называются полуин
тервалами. Они получаются из интервала добавлением 
лишь одной концевой точки.

Множество всех действительных чисел л-, удовлетво
ряющих неравенству

Л' > а,
обозначается символом (а, оо). Знак оо («бесконечность») 
не служит для обозначения какого-либо числа, а является 
лишь условным символом (он как бы символизирует, что 
точки этого множества простираются вправо как угодно

О а
------------- 1---------- *------------ ;—;------------*■

°°)
Рис. 15.

далеко, рис. 15). Иногда вместо неравенства а < х, опре
деляющего множество (а, оо), пишут

, а < X < оо.

Эта запись также лишь условная; обозначает она в точ
ности то же самое, что и запись а < х.

Символами [а, оо), (—оо, а), (—оо, а] обозначаются 
множества, определяемые соответственно неравенствами

х^а, х < а, х^а.
Иногда эти неравенства (определяющие указанные мно
жества) записывают также в виде

а^х<оо, —оо < X < а, —оо<х^а.

Множество D всех действительных чисел обозначается 
также символом (—оо, оо). По аналогии с рассмотрен
ными выше случаями иногда говор-ят, что это множество 
описывается «неравенствами» — оо < х < оо.
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В заключение укажем понятия объединения и пересе
чения множеств. Пусть М и N—два каких-либо (число
вых) множества. Объединением этих двух множеств назы
вается множество всех точек, принадлежащих хотя бы

О 2 4

О
■і----- 1----- ь

3
----- -

(3,5)

5

+
0 2 5

Ч-------1-------
(2,5)

Рис. 1G.

О 1 3
+

[1.3]
+

О 4 5
'[^5]

О / 3 4 5
I I-------- 1 I

[1,3] и [4,5] 
Рис. 17.

+

одному из множеств М, N. Объединение множеств М и 
N обозначается символом (J . Например,

(2, 4) и (3, 5) = (2, 5) ‘

(рис. 16). Далее, множество [1, 3] и [4,5] «состоит» из двух 
отдельных отрезков (рис. 17), а множество [1,3)11 (3,5] 
представляет собой отрезок [1,5], из которого удалена 
(«выколота») точка 3. Пользуясь знаком эквивалентности <-> 
и знаком дизъюнкции V (стр. 29), мы можем следующим 
образом записать определение объединения множеств:

(,ѵ g М (J N) <—> (х £ Л4) V (* € N). ■
Пересечением двух множеств М и N называется мно

жество всех тех точек, которые принадлежат обоим 
множествам М, N. Пересечение множеств М и N обозна
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чается символом МПМ. Например,
(1, 3] П [1, 3) = (1, 3), 

(О, оо) п (—1, 3] = (0, 3].
С помощью знака конъюнкции Л можно следующим об
разом записать определение пересечения множеств:

(х g М П N) <-> (х g М) Л (х g /V).
Можно рассматривать также объединение (или пере

сечение) трех и большего числа множеств. Например, объ
единение Л4 U N (J Р состоит из всех тех точек, которые 
принадлежат хотя бы одному из множеств М, N, Р.

Пример 21. Найти область определения функции

У
2х + 5

(х+1)(х-3) •

Решение. Эта функция определена во всех точках, 
не являющихся корнями знаменателя. Иначе говоря, об
ластью определения этой функции является множество 
всех действительных чисел, кроме х ——1 и Х = 3. Эту 
область определения можно записать в виде

(—оо, —1) U (—1,3) U (3, оо).
Пример 22. Найти область определения функции 

У = к'2—x + lgx.

Решение. Первое слагаемое в правой части пред
ставляет собой функцию, определенную при условии

0 2

(-оо,2]

0 2

( 0, оо)

0
—i----- 1-------

2
""1------ 1------ 1------ 1--

(0,2] 

Рис. 1Ô.

2—х^О, т. е. при х<12. Иными словами, областью, оп
ределения функции J/2—х является множество (—оо, 2].
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Второе слагаемое определено при х > 0, т. е. областью 
определения функции lgx является множество (0, оо). 
Наконец, заданная нам функция у = У 2—x + lgx опре
делена для всех тех X, для которых определено и первое, 
и второе слагаемое, т. е. для тех х, которые принадле
жат как области определения функции j/2—х, так и об
ласти определения функции lgx. Иными словами, область 
определения заданной функции представляет собой пере
сечение областей определения функций }Ґ2—хи lgx. Та
ким образом искомая область определения имеет вид 
(—оо, 2] П (0, оо)=(0,2] (рис. 18).

Задачи к главе II

2.1. Вспомните правило обращения периодических деся
тичных дробей в обыкновенные и запишите дробь 1,333...— 
= 1,(3) в виде обыкновенной дроби.

2.2. Докажите, что КЗ есть число иррациональное.
2.3. Докажите, что число У 5 — \Ґ2 иррационально.
2.4. Обладают ли операции вычитания и деления 

свойствами коммутативности и ассоциативности?
2.5. Может ли сумма рационального и иррациональ

ного чисел быть числом рациональным?
2.6. Может ли сумма двух иррациональных чисел быть 

рациональным числом?
2.7. Может ли произведение двух иррациональных 

чисел быть рациональным числом?
2.8. Выведите правило обращения бесконечной перио

дической десятичной дроби в обыкновенную.
2.9. Докажите, что любое рациональное число может 

быть представлено в виде бесконечной периодической де
сятичной дроби.

2.10. Докажите, что множество иррациональных чисел 
плотно на числовой прямой, т. е. что между любыми 
двумя неравными действительными числами имеется ирра
циональное - число.

2.11. Докажите, что число 0,101001000100001... (в ко
тором после запятой записаны подряд числа 10, 100, 
1000,...) является иррациональным.

2.12. Докажите, что число 0,1101000100000001... (в ко
тором единицы стоят на 1-м, 2-м, 4-м, 8-м, ..., 2"-м, ... 
... местах) иррационально.
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2.13. Пусть /г —любое целое число, удовлетворяющее 
неравенствам 0</¿<73. Запишем рациональное число
в виде бесконечной десятичной дроби:

^ = 0,а1ага3... ,

Докажите, что в этой записи не содержится после за
пятой двух рядом стоящих одинаковых цифр.

Найдите (не используя таблиц) приближения с точ
ностью до 0,1 следующих иррациональных чисел (2.14—2.17):

2.14. ---- 2.15. К246. 2.16. ?/5. 2.17. У7.

2.18. Найдите первые три цифры десятичного разло
жения числа

0,1234...31 
0,3130...21

(где в числителе стоят после запятой выписанные подряд 
числа 1,2,3, .... 31, а в знаменателе—числа 31, 30,. .. ,2,1).

2.19. Вычислите 200 знаков (после запятой) десятичного 
разложения чнбла

1
1,00...01 

99 цифр

2.20. Вычислите 100 знаков (после запятой) десятичного 
разложения числа

р 0,99 ... 9.
100 цифр

2.21. В числе 0,1234567891011... 30 вычеркнуть после 
запятой 47 цифр так, чтобы полученное число было наи
меньшим.

2.22. Докажите, что неравенство | а | < b эквивалентно 
соотношениям —b < а < b.

2.23. Докажите, что для любых действительных чисел а, 
b справедливо неравенство

|а + 6|>||а|—10||.
2.24. Для каких действительных % справедлива формула

lgx2 = 2 lgx?
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2.25. Для каких действительных х справедлива формула
lgx2 = 21g|x|?

¡/простите следующие выражения (2.26—2.29):
2.26. К(1—cos а cos ß)2—sin2 а sin2 ß.
2.27. |/a + 2]/а— 1 + ]/а— 2Ка—1 . при <2^1.
о ой Í х2 + 1 + І^х2 — J \ -і /~ а1-j- b -
2-28- "P" >'сл°в»“’ чт°Л'= V “ET

и ab > 0.

2-29- X-V^=ï при условии’чтох== у( УЧ

II ab > 0.

Решите следующие уравнения (2.30—2.33):
2.30. х| = х. 2.31. J2x—11 = 3.
2.32. |х| + 3| = 3. 2.33. Iх +31 = IX—51.

Решите следующие неравенства (2.34^.2.37): 
2.34. |%—11 > |х + 3|. 2.35. |х| < 1.
2.36. |х—3|<2. 2.37. |х—1|>3.



ГЛАВА III
НЕРАВЕНСТВА

§ 1. Определения

Все действительные числа разбиваются на положитель
ные числа, отрицательные числа и число нуль. Для того 
чтобы указать, что число а положительно, пользуются 
записью а > 0.

Напомним (см. свойство Г) на стр. 68), что сумма 
и произведение положительных чисел также являются поло
жительными числами. Далее, если число а отрицательно, то 
число —а положительно (и наоборот). Наконец, для любого 
положительного числа а найдется такое положительное 
рациональное число г, что г < а. Эти факты и лежат 
в основе теории неравенств.

По определению неравенство а>Ь (или, что то же 
самое, b < а) имеет место в том и только в том слу
чае, если а—b > 0, т. е. если число а — b положительно.

Рассмотрим, в частности, неравенство а < 0. Что озна
чает это неравенство? Согласно приведенному выше опре
делению оно означает, что 0—а > 0, т. е. —а>0 или, 
иначе, что число —а положительно. Но это имеет место 
в том и только в том случае, если число а отрицательно. 
Итак, неравенство а < 0 означает, что число а отрица
тельно.

Часто используется также запись aZ^-b (или, что то 
же самое, Ь^а). Запись а^Ь, по определению, означает, 
что либо а>Ь, либо а = Ь. Если рассматривать запись 
а^Ь как высказывание, то в обозначениях гл. I (стр. 29) 
можно записать

(а Ь) <-> [(а > b) V (а = Ь)].
В связи с употреблением знака учащиеся нередко 

допускают следующую ошибку. Дав правильное объясне
ние этого знака, они на вопрос: «Верны ли неравенства 5^0, 
0^0?» иногда отвечают так: «Нет, эти неравенства напи

74



саны неверно, а верными будут соотношения 5 > 0, 0 = 0». 
Еще раз подчеркнем, что такой ответ является ошибочным. 
Неравенство а^О, по определению, означает, что либо 
а>0 (т. е. а—число положительное), либо а = 0. В част
ности, соотношение 5^0 надо понимать так, что имеет 
место одно из двух: либо 5 > 0, либо 5 = 0. В данном 
случае имеет место первая возможность (5 > 0), т. е. 
соотношение 5^0 — верное. Аналогично обсуждается 
запись 0^0.

Неравенства вида а > Ь, а<Ь будем называть стро
гими, а неравенства вида а^Ь, as^b—нестрогими. Не
равенства а > b и с > d (или а < b и с < d) будем назы
вать неравенствами одинакового смысла, а неравенства 
а < b и с > d—неравенствами противоположного смысла. 
Отметим, что эти два термина (неравенства одинакового 
и противоположного смысла) относятся лишь к форме 
записи неравенств, а не к самим фактам, выражаемым 
этими неравенствами. Так, по отношению к неравенству 
а < b неравенство с < d является неравенством того же 
смысла, а в записи d>c (означающей то же самое) — 
неравенством противоположного смысла.

Наряду с неравенствами вида а > b, а b употребля
ются так называемые двойные неравенства, т. е. нера
венства вида а <с <Ь, а^с <.b, a <ic^.b, По
определению запись

a<c<b (1)

означает,- что имеют место оба неравенства:
а < с и с <Ь.

Аналогичный смысл имеют неравенства а с< ô,
а < d.

Двойное неравенство (1) в обозначениях гл. I можно 
в эквивалентной форме записать так:

(а< с < Ь)*+(а < с)Д(с < Ь),

а двойное неравенство а^..с^Ь можно записать в сле
дующем виде:

(fl<c<fr)w[(a < с) у (а = с)] Д [(с <b) V (£=&)]•

Перейдем теперь к изложению основных свойств и правил 
действий над неравенствами.
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§ 2. Основные свойства неравенств

Всюду в этом параграфе буквы а, Ь, с обозначают д е й- 
ств и тельные числа, а п означает натуральное 
число.

1 ) Если а> b и b > с, /по я > с (транзитивность).
Доказательство. Так как по условию а > b и Ь>с, 

то числа а—b и b — с положительны, и, следовательно, 
число а—с = (а—b) + (b—с), как сумма положительных 
чисел, также является положительным. Это означает, по 
определению, что я > с.

2) Если а> Ь, то при любом с имеет место неравен
ство я + с > ö + с.

Доказательство. Так как а > Ь, то число я—b 
положительно. Следовательно, число (я + с)— (й + с) = я— b 
также является положительным, т. е. я + с> b-¡-с.

3) Если а + Ь>с, то а~>с—Ь, т. е. любое слагаемое 
можно перенести из одной части неравенства в другую, 
изменив знак этого слагаемого на противоположный.

Доказательство вытекает из свойства 2) (достаточно 
к обеим частям неравенства а + Ь > с прибавить число —Ь).

4) Если а> b и с > d, то a-¡-c^> b + d, т. е. при сло
жении двух неравенств одного и того же смысла полу
чается неравенство того же смысла.

Доказательство. В силу определения неравенства 
достаточно показать, что разность (я + с)— (b-\-d) поло
жительна. Эту разность можно записать следующим 
образом:

(я + с)— (b -(-d) = (я—Ь) + (с—d).
Так как по условию числа я—b и с—d положительны, 
то (я + с)— (b~-d) также есть число положительное.

Следствие. Из правил 2) и 4) вытекает следующее 
правило вычитания неравенств: если a>b, c>d, то 
а—d>b—с (для доказательства достаточно к обеим 
частям неравенства я + с> b + d прибавить число —с—d).

5) Если я > Ь, то при с> 0 имеем ас> Ьс, а при с < О 
имеем ас <Ьс.

Иначе говоря, при умножении обеих частей неравенства 
на положительное- число, знак неравенства сохраняется 
(т. е. получается неравенство того же смысла), а при 
умножении на отрицательное . число знак неравенства 
меняется на противоположный (т. е. получается нера
венство противоположного смысла).
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Доказательство. Если а > Ь, то а — Ь есть число 
положительное. Следовательно, знак разности ас—bc= 
=с(а—6) совпадает со знаком числа с: если с—положи
тельное число, то и разность ас—Ьс положительна и 
потому ас > Ьс, а если с < 0, то эта разность отрица
тельна и потому Ьс—ас положительно, т. е. Ьс>ас.

6) Если я > 6 > 0 и с > d > 0, то ас > bd, т. е. если 
все члены двух неравенств одинакового смысла положи
тельны, то при почленном умножении этих неравенств 
получается неравенство того же смысла.

Доказательство. Имеем ас—bd = ac—bc + bc —
■—bd = c(a — Ь) + Ь(с—d). Так как с> 0, 6> О, а—b > О, 
с—d>0, то ас—bd>Q, т. e. ac>bd.

Замена н и е. Из доказательства видно, что условие 
d > 0 в формулировке свойства 6) несущественно: для спра
ведливости этого свойства достаточно, чтобы были выпол
нены условия я>6>0, c>d, с>0. Если же (при вы
полнении неравенств я > b, с> d) числа я, Ь, с не будут 
все положительными, то неравенство ас > bd может не 
выполняться. Например, при я = 2, 6=1, с — — 2, гі = — 3 
имеем я > Ь, с > d, но неравенство яс > bd (т. е. — 4 > —3) 
не выполнено. Таким образом, требование положитель
ности чисел а, Ь, с в формулировке свойства 6) сущест
венно.

7) Если а^Ь> 0 и с> d> 0, то у > у (деление
неравенств).

Доказательство. Имеем
a b  ас—bd
d с cd '

Числитель дроби, стоящей в правой части, положителен 
(см. свойства 5), 6)), знаменатель также положите
лен. Следовательно, у—у > 0. Этим свойство 7) до
казано.

Замечание. Отметим важный частный случай правила
7), получающийся при я = 6 = 1: если с> d > 0, mo у < ÿ.

Таким образом, если члены неравенства положительны, то 
при переходе к обратным величинам получаем неравенство 
противоположного смысла. Предлагаем читателям 
проверить, что это правило сохраняется и в том случае, 
когда с < 0, d < 0. Таким образом, если с>гі и cd > 0,
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т0 -L < -L . Если же с > d, но cd < 0 (т. е. с > О, d < 0),

Мы доказали выше несколько свойств неравенств, запи
санных с помощью знака > (больше). Однако все эти 
свойства можно было бы формулировать с помощью знака 
< (меньше), так как неравенство b < а означает, по 
определению, то же самое, что и неравенство а> Ь. Кроме 
того, как это нетрудно проверить, доказанные выше свой
ства сохраняются и для нестрогих неравенств. Например, 
свойство 1) для нестрогих неравенств будет иметь следу
ющий вид: если а^Ь и Ь^с, то а^с.

Разумеется, сказанным выше не ограничиваются общие 
свойства неравенств. Существует еще целый ряд неравенств 
общего вида, связанных с рассмотрением степенной, показа
тельной, логарифмической и тригонометрических функций. 
Общий подход для написания такого рода неравенств> 
заключается в следующем. Если некоторая функция у=f (х) 
монотонно возрастает на отрезке [a, f>], то при > х2 
(где лу и а'„ принадлежат этому отрезку) мы имеем 
/ (хх) > / (л2). Аналогично, если функция у — f (х) моно
тонно убывает на отрезке [о, &], то при ху > х2 (где х1 
и х„ принадлежат этому отрезку) мы имеем f(x1) < f (х2). 
Разумеется, сказанное не отличается от определения 
монотонности, но для запоминания и написания неравенств 
этот прием очень удобен.

Так, например, для любого натурального п функция 
у = хп является монотонно возрастающей на луче [0, оо). 
Поэтому мы можем сформулировать следующее общее 
свойство неравенств:

8) Если а> Ь^О, то ап > Ь” (где п — натуральное 
число).

Далее, функция г/ = хг"+1 является (при любом нату
ральном п) возрастающей на всей числовой прямой. Иначе 
говоря, справедливо следующее свойство:

9) Если а>Ь, то а2п+1 > Ь2п+1 (где п — натуральное 
число).

Отметим один частный случай этого свойства, часто 
применяемый при доказательстве неравенств (он полу
чается при п = 1): если а> Ь, то а3 > Ь3.

Наконец, заметим, что если некоторая функция является 
возрастающей, то и обратная ей функция является воз
растающей (подробнее см. ниже, стр. 208). Поэтому функ
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ция у=у/х возрастает на луче [0, оо), а функция 
^_гл+і/х В03растает Всей числовой прямой. Это поз
воляет сформулировать следующие свойства неравенств:

10) Если а> Ь^О, то а > у/b (где п—натураль
ное число).

11) Если а.> Ь, то 2п+$/а> ~п+1/b (где п—натураль
ное число).

Следствие. Неравенство а2 > Ь2 имеет место в том 
и только в том случае, если | а | •> |6|.

В самом деле, если а2 > Ь2, то мы можем написать а2 > 
> Ь2^0, и потому, в силу свойства 10), имеем іЛг2 > КЬ2, 
т. е. |я|>|Ь|. Обратно, если |а|> 1 b¡, т. е. Kû2> У b2, 
то мы можем написать а2 > КЬ2 0, и потому, в силу 
свойства 8), имеем (|/а2)2 > (КЬ2)2, т. е. а2 > Ь2.

Еще раз подчеркнем, что рассуждения о монотонности 
функций, с помощью которых мы написали здесь свойства
8) —11), не являются доказательствами этих свойств. 
Наоборот, лишь после того, как свойство 8) будет 
доказано, мы можем говорить о монотонности функции 
у = хп на луче [0, оо) (и аналогично для свойства 9)). 
О доказательстве свойств 8)—11) мы будем говорить 
в гл. VIII при рассмотрении свойств степенной функции.

Подобным образом можно написать и ряд других 
неравенств. Так, поскольку функция у = сх является при 
с > 1 возрастающей на всей числовой прямой, то при 
с > 1 и а > b справедливо неравенство с° > сь. Если же 
0<с< 1, то при а>д справедливо неравенство са < сь 
(т. е. при 0 <с< 1 функция у = сх является убывающей). 
Об этих неравенствах мы также будем говорить в гл. VIII.

Еще один пример. Так как функция í/ = sinx является

на отрезке монотонно ' возрастающей,

а">Ь, где а и b принадлежат отрезку

то при

спраÎ]'

ведливо неравенство sin а > sin b.
В дальнейшей части этой главы мы при рассмотрении

примеров не будем пользоваться показательными, лога
рифмическими и тригонометрическими неравенствами, 
а ограничимся использованием перечисленных выше 
свойств 1) —11). Для удобства приведем здесь сводку 
этих свойств (знак Л заменяет союз «и», а знак —>•
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заменяет слово «следует», ср. стр. 31 и 20):
1 ) [(о > Ь) Л (Ь > с)] —>■ (а > с);
2) (а > Ь) —> (а + с > Ь-\- с);
3) (а + Ь > с)—>(а > с—£>);
4) [(«> Ь) А (с > d)]—-(а + с > b + d)';
5) [(а > Ь) Л (с > 0)] —> (ас > Ьс),

[(а > &) Л (с < 0)] —► (ас < fee);
6) [(а > b > 0) Л (с > d > 0)] —> (ас > bd)-,
7) [(а>Ь>0)Д(еЯ>0)Ь (у>4);

8) (а> &>0)—.(а" > fe");
9) (а > fe) т—> (а2" + 1 > fe2"+1);

10) (a>fe>0)-^(/ä>/fe);
11) (а > Ь) -+ (2"+/а> 2П+{/Ь ).

§ 3. Некоторые часто встречающиеся неравенства

1) Для любых, действительных чисел а и b выпол
няется неравенство

а"-г b'2 2аЬ. (2)
Доказательство. В силу определения неравенства 

достаточно показать, что разность между левой и правой 
частями неравенства (2) есть неотрицательное число. Эта 
разность равна

а2 — 2аЬ + fe2 = (а—fe)2.
Так как квадрат любого действительного числа есть число 
неотрицательное, то (а—fe)2 2^0, и неравенство (2) дока
зано. Из доказательства видно, что равенство в соотноше
нии (2) имеет место в том и только в том случае, если а=Ь.

Замечание. Справедливо и более сильное нера
венство

a2 + b2^2\ab\. (3)
Неравенство (3) вытекает из следующего неравенства: 

(|a|-|fe|)2>0.
2) Если а и b — действительные числа одного знака 

(т. e. ab > 0), то
| + (4)
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Доказательство. Умножив обе части неравен
ства (2) на положительное число , получим, в силу
свойства 5), неравенство (4). Как и в предыдущем при
мере, равенство в соотношений (4) имеет место в том 
и только в том случае, если а = Ь.

3) Если а^О и Ь^О, то
(5)

т. е. среднее арифметическое двух неотрицательных чи
сел не меньше их среднего геометрического.

Доказательство. Первый способ (алгебраическое 
доказательство). В силу правила умножения на положи
тельное число (свойство 5)) неравенство (5) имеет место 
в том и только в том случае, когда

а-\-Ь— 2J/ßb^0,
или

(Kä-J/T)’->0. (6)
Так как в левой части (6) стоит квадрат действительного 
числа, то неравенство (6) справедливо, а следовательно, 
справедливо и неравенство (5).

Замечание. Из этого доказательства видно, что 
равенство в (5) имеет место тогда и только тогда, когда 
оно выполняется в (6), т. е. когда (|/а—j/ó)3 = 0, а это 
возможно лишь при а = Ь.

Второй способ (геометрическое доказательство). Если 
хотя бы одно из чисел а, b равно нулю, то неравен
ство (5) очевидно. Будем поэтому
предполагать, что а > 0, ¿» > 0.
Пусть АВ и ВС — смежные отре
зки -прямой, имеющие длины со
ответственно а и b (рис. 19). На 
отрезке АС длины а + Ь как на 
диаметре построим окружность; 
центр этой окружности обозна
чим через О. Если D—точка
пересечения окружности с перпендикуляром, восстав
ленным к прямой АС в точке В, то (по известной теореме 
планиметрии) BD = ]fab. Далее, OD = ^-^ и, очевидно,

BD^LOD, т. е. j/a'? . Из этого доказательства
также видно, что равенство имеет место лишь при а = Ь.
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4) Неравенство
|a| <b (7)

имеет место тогда и только тогда, когда выполняется 
следующее двойное неравенство:

■ —b<a<b. (8)

Доказательство этого факта было приведено на стр. 62. 
Здесь мы дадим другое доказательство. Пусть имеет место 
неравенство (7). Если а^О, то |а| = а и неравенство (7) 
можно записать так: 0^а<£>. Так как ¿>0, а^О, 
то —Ь<0^а. Следовательно, —b < а < Ь, т. е. выпол
няется двойное неравенство (8). Аналогично рассматри
вается случай а<0.

Обратно, пусть имеет место двойное неравенство (8). 
Если а^О, то I а | = — а и неравенство (7), которое нам 
надо доказать, принимает вид —а <Ь. Но из (8) следует, 
что —Ь<а, откуда и вытекает требуемое неравенство 
— а <Ь.

Случай а > 0 рассматривается аналогично.
Замечание. Полученный результат легко объяснить 

геометрически. Пусть имеет место двойное неравенство (8). 
Тогда —b < b, т. е. ô>0. Отметим на числовой осп 
точки Ь, —b и а (рис. 20). Так как b > 0, то точка b

-I а. 0 Ъ
—і---- 1------------- 1---------------- —i------ *-

Рис. 20.

лежит на положительном луче, а точка —b лежит на 
отрицательном луче. Двойное неравенство —b < а < b 
означает, что точка а находится на числовой оси между 
точками —b и Ь. Следовательно, расстояние от точки а 
до точки О (это расстояние, как известно, равно | а |) 
меньше Ь, т. e. I а | < Ь. Таким образом, из двойного 
неравенства (8) вытекает (7). Аналогично можно геомет
рически показать, что из (7) вытекает (8).

5) Для любых действительных чисел а и b выполня
ются неравенства:

a) |a + ô|<|a| + |ô|, (9)

т. е. абсолютная величина суммы двух действительных чи
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сел не превосходит суммы абсолютных величин этих чисел',
б) |а—&|>||а| —Jí>| (. (ІО)
Доказательство. Неравенство (9) было установ

лено ранее (стр. 63).
Докажем неравенство (10). Имеем

|о| = |(а—è)-|-è|<^|a_ +

(в силу (9)), откуда
|а—— ¡¿>|. (11)

Аналогично, из неравенства
|0) = |(Ь-а)+а|<|Ь-а| + |с| = |а_0| + |а|

находим
|а—&|>|Ь|_ |а|. (12)

Из (11) и (12) следует:
— |а—b I I а| — р \a—b |,

откуда и вытекает неравенство (10).
Замечание. Методом математической индукции не

равенство (9) можно доказать для любого числа слага
емых:

I аі + аг + • • • + <зп IС I ûi I +1 аг I + ... + j ап |.

§ 4. Примеры

В этом параграфе мы рассмотрим решение нескольких 
типичных задач на доказательство неравенств. Заметим, 
что общего метода доказательства неравенств не сущест
вует. Иногда нужный результат можно получить, исходя 
из определения, т. е. из рассмотрения разности между 
левой и правой частями неравенства; иногда полезным 
оказывается использование некоторого известного нера
венства или оценка левой и правой частей неравенства.

Отметим одну довольно распространенную ошибку, 
которую допускают учащиеся (и- поступающие в вузы) при 
решении задач на доказательство неравенств. Учащийся 
пишет неравенство, которое нужно доказать, затем произ
водит ряд преобразований и в конце концов приходит 
к известному неравенству (скажем, —1<0 или а2^0); 
после всего этого учащийся делает вывод: «Требуемое 
неравенство доказано». Это — грубая логическая ошибка.
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Вот как, например, «доказывают» некоторые учащиеся 
справедливость для неотрицательных чисел а и b нера
венства

(5)

«Возведем обе части неравенства (5) в квадрат. Получим 
Умножив °бе части полученного неравенства

на 4, найдем (a + b)2^ 4аЬ. Теперь, перенося все члены 
в левую часть неравенства, получаем (а—Ь)2^0. Так как 
неравенство (а—Ь)2^0 верно, то верно и неравенство (5)».

Рассуждение, которое привел в этом случае учащийся, 
следует рассматривать лишь как поиск доказательства, 
как попытку найти путь доказательства. Если обозначить 
неопределенное высказывание, выражаемое неравенст
вом (5), через А, а неравенства ^ab, (a + b)2^ 4аЬ,
(а—Ь)2^0 обозначить соответственно как высказывания 
В, С, D, то рассмотренное выше рассуждение учащегося 
можно выразить в виде следующего соотношения:

A—>B—>-C—*D.

Справедливость этих заключений вытекает из свойств 8), 
5) и 3) неравенств (см. стр. 80). Таким образом, с помощью 
приведенного выше рассуждения установлено, что А —»- D, 
т. е. что из неравенства (5) следует неравенство (а — Ь)2^0.

Чтобы доказать справедливость неравенства (5), нужно 
провести все рассуждения в обратном порядке, т. е. дока
зать, что справедливы следующие заключения:

£> —» С—>-ß —► Л.
В рассматриваемом примере справедливость этих заклю
чений нетрудно обосновать с помощью свойств 3), 5) и 10) 
неравенств.

Значит, проведя сведение доказываемого неравенства 
к некоторому известному неравенству, нужно затем обя
зательно проверить, проходят ли все рассуждения в обрат
ном порядке. Впрочем, если при выполнении каждого 
преобразования мы каждый раз убеждались, что вновь 
полученное неравенство эквивалентно предыдущему, т. е. 
выполняется . тогда и только тогда, когда выполняется 
предыдущее, то проводить рассуждения в обратном по
рядке не нужно. В данном примере это обстоятельство
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действительно имеет место, т. е.
А <-> В <-> С <-> D,

откуда следует, что неравенство (5) для неотрицательных 
чисел а и b выполняется в том и только в том случае, 
когда выполняется неравенство, (й—ò)2^0. Так как 
(а—Ь)2^0—верное неравенство, то неравенство (5) до
казано.

Итак, если неравенство, которое нужно доказать, мы 
заменяем последовательно другими неравенствами, то либо 
на каждом шаге нужно проверять, что получаемое нера
венство эквивалентно предыдущему (т. е. имеет место в том 
и только в том случае, когда справедливо предыдущее 
неравенство), либо же, если это не сделано, нужно обя
зательно проверить, проходят ли все рассуждения в об
ратном порядке.

Пример 1. Доказать, что для любых действительных 
чисел а и b имеет место неравенство ах + b* а3Ь + ab3.

Решение. Разность между левой и правой частями 
неравенства можно записать так: - 
й4 + Ь*— (û3ô + йЬ3) = й3 (й—b) — b3 (а—Ь) =

= (й—Ь) (й3 —63) = (й—г>)2(й2 + йй + /?2). 
Эта разность неотрицательна, так как

(й—¿>)2^0, й"-рab-р£>2 = ґй-р-j--yö2^0.

Пример 2. Доказать, что при любом целом п > 1 
выполняется неравенство + ... +3^qz~T < 2.

Решение. В рассматриваемом примере достаточно 
грубо оценить левую часть неравенства. Заметим, что 
сумма двух последних слагаемых левой части неравенства 
не превосходит -І-, так как

_і_
Зл Зл-|- 1 2л 2л л

Каждое из оставшихся слагаемых левой части неравенства 
меньше—, а число этих слагаемых равно 2/г— 1. Следо
вательно, .

1
л+ 1 л 4- 2 Зл-|- 1 < (2/г- 1)1 + 1 = 2. 

' п • и9+ ' ■ •
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Пример 3. Доказать, что для любых действительных 
чисел а, Ь, с имеет место неравенство

а2 + Ь2 + с2 ab + be + ас.
Решение. В силу неравенства (2) (стр. 80) мы можем 

написать следующие неравенства:
ûa + b2:> 2ab, 
b2 + c2^2bc, 
са + оа>2ас.

Сложив эти неравенства, а затем разделив обе части по
лученного неравенства на 2, приходим к нужному нера
венству. '

Пример 4. Доказать, что если а, Ь, с—положитель
ные числа, то

Ьс . ас . ab ...
а 1 b 1 с

Решение. На основании доказанного выше неравен
ства для среднего арифметического и среднего геометри
ческого двух положительных чисел (неравенство (5) на 
стр. 81) мы можем написать

ас \ -, /~Ьс ас
b )''' V a b = С.

Аналогично

Складывая эти
Ьс . ас . ab ...
~¿ + -b+T>a + b + c-

неравенства, получаем

Пример 5. Доказать, что если а^О, Ь^О, с^О, 
то (a + b)(b+c)(a + c)^8abc.

Решение. Снова воспользуемся неравенством для 
среднего арифметического и среднего геометрического 
двух чисел. Мы имеем

а + Ь^2У ab, 
b -J- с 2 У Ьс, 
а + с 2 Józc.
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Перемножив эта неравенства (свойства 5) и 6)), мы и 
получим требуемое неравенство.

Пример 6. Доказать, что если а, Ь, с—неотрица
тельные числа, то

а3 + Ь3 + с3 ЗаЬс.
Р е іи е н и е. Используя тождество

а3 + Ь3 + с3—ЗаЬс = (а + b + с) (а2 + 62 + с2—ab—be—ас)
и неравенство примера 3, мы и получаем нужное нера
венство.

Пример 7. Доказать, что для любых неотрицатель
ных чисел ûj, а2, а3, а4 имеет место неравенство

Уа1+а2 + а3 + а4

4 аха2а3а^

Решение. Снова воспользуемся неравенством (5) 
(стр. 81). Имеем

а1~На2~ЬазН~а4

а1'На2 І азН“а4

2 2 
2

> К~о^+ > Ÿ Va,a2-V а„а.

4

У
§ 5. Два замечательных неравенства

Неравенство для среднего арифметиче
ского и среднего геометрического п неотри
цательных чисел (неравенство Коши). Если 
ап а2 ап — любые неотрицательные числа, то

а,+аг+...+а„ ( J 3)

Равенство имеет место лишь при а1 = а2 = ... = ап.
Доказательство. При п — 2 неравенство (13) справедливо 

(см. неравенство (5) на стр. 81). Пусть неравенство (13) верно при 
« = /п; тогда оно будет верным и лри п = 2т. Действительно,

а1~Ьа2 І аЗ~На4 І І а2Я»-1~На2Я1

aiH-fl2+ • • • Н~а2В1 _  2_______ 2_____ ;_________2
2т т

а1 “Г- а2
2~"

аЗ~Ьа4

2
а2и -з Ч~агст

2
. 2т/-----------------

|/ Л\Є2. . .(¡ЯП,-
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(Мы использовали неравенство (5).) Так как неравенство (13) имеет 
место при л = 2, то оно будет выполняться для л = 4, 8 и т. д., т. е., 
вообще, для всякого л = 2/'(р=1, 2, ...).

Пусть теперь л — произвольное натуральное число. Если л ?= 2Р, 
то найдем такое натуральное число s, что n-\-s = 2p. Тогда для лю
бых неотрицательных чисел a¡, а2, .... o„ + í, согласно доказанному, 
справедливо неравенство

а1+а2+ • ■ -+a,J + azí+t+ • • ■-\-an + s
л-j-s

Положив в этом неравенстве

°п + 1 — ап + '1= • • • : an + s
получим

.+а„+(й1+0г+п ■ ■ +°n) s

л-j-s

ala.,...a,la„ + í...all+s.

аі4~°’з~Ь • • • -І~°»

Za.+a.-l-... + о„Ѵ: у fl,g2...g„f - 'n----- 1 ,

откуда, обозначив - g2 -j- ... -j- а„ найдем

, n+SS 7ТSi V аха2.. ,а„- Ап.
Возводя обе части последнего неравенства в степень л-j-s (свойство 8)), 
найдем

(Л„)"+-’^:ада.,...а„ (Л,,)5,
откуда после умножения на (>!„)-■* (свойство 5}) получим 

(Лп)'’^а1о2...ап.
Наконец, извлекая корень л-й степени (свойство 10)), найдем 

ап^ yäia2:~an, или

Таким образом, неравенство (13) доказано для любого л.
Покажем, что в (13) равенство имеет место в том и только в то.м 

случае, если а, = а2 — ... —а„.
Ясно, что если g, = a2= ... =g„, то соотношение (13) превра

щается в равенство. Докажем, что если хотя бы два. из чисел
flj, а2......... ап не равны между собой, то в (13) левая и правая части
не равны между собой. Пусть, например, Ф а2. Тогда

а1 + а2 і а1+а2

°1 ~Ь а2 Н~ • • • + -а3+ ... +о„

л л

а3.. ,а„.

Но так как aL # а2, то 5іІ£? > уa1g2 (см. замечание к неравен
ству (5), .стр. 81). Следовательно, если все числа а3, ..., ап поло-
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жнтельны, то

Если же хотя бы одно из чисел а3...а„ равно нулю, то неравенство 
(14) также, очевидно, справедливо.

Неравенство Коши — Б у н я к о в с к о г о. Для 
любых действительных чисел аг, a2, ..an, blt b2, ..bn 
выполняется неравенство
(а^ + a2b2 + ... + anbny <

(ді + û2 + • • • + an) (^î + b:2 + ... 4-^rt). (15)
Равенство в (15) имеет место тогда и только тогда, 
когда числа ak и bk пропорциональны, т. е. когда сущест
вуют такие числа а и ß, что а2 + ß2#= 0 и для всех 
k=\, 2......... п выполняется равенство

ѵ-Щ 4- ßöA = 0.

Доказательство. Если а, = а2 = ... = ап — 0, то в (15) имеет 
место равенство. Пусть теперь хотя бы одно из чисел а,, а2, ..., а„ 
отлично от нуля, т. е. а2 + а2+...+а;і > 0. Рассмотрим выражение 
(п1х + 6,)2 + (а.,х + 62)2 + • ■ г ~h(anx~h^n)2- Это выражение можно запи
сать так:

(ai.ï4-61)a4-(a,x+ô2)2+ ... + (an.r+6„)2 = a.v24-2&x.+ c, (16) 
где
о = оЇ4~ °2 4- • • • + °п> b = Ojöj -f- f;2ô24~ ...-}- anb„, c = £»ï —}- ô»+.. -Ц-ЬЦ.

(lì)
Девая часть равенства (16) при любом действительном значении х 
неотрицательна, так как она представляет собой сумму квад
ратов действительных чисел (числа aL, а2, ..., а„, blt Ь2, ... Ьп по 
условию действительны). Следовательно, и правая часть равенства (16) 
неотрицательна при любых действительных значениях х, т. е. квад
ратный трехчлен ax2-¡-26x-¡-c принимает неотрицательное значение 
при любом X. Из этого вытекает, что дискриминант трехчлена 
ax2-¡-2bx-j-c неположителен: 462 —4ос<0, откуда

62<flc. (18)

Подставляя в (18) выражения для а, Ь, с из (17), получаем

(°1^1 4_а2І’2 4_ • • ■ 4~°,¡^;,)2< (аї + а2 4~ • • • +ûn) ( &i4~^2+ ■ • ■ 

Неравенство (15) доказано.
Выясним теперь, в каком случае в (15) имеет место знак равен

ства. Пусть в (18) имеет место случай равенства, т. е.
Ь2 = ас. „ (19)
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Если а=0, т. е. а1 = а2 = ... = а„ = 0, то, положив а=1, ß = 0 (так 
что a1 2 + ß2 > 0), мы получим aaft + ßöft = 0 при fe=l, 2, ... , п. 
Пусть теперь а # 0. Тогда дискриминант квадратного трехчлена 
o.v2 + 26x+c равен нулю, так что этот трехчлен имеет два совпадаю
щих действительных корня: х,=.ѵ2. Мы имеем

(0Л+^і)2+(аА+^)2+ • • • +(o„x1-(-6„)2 = ax'î + 26xi-|-c = 0.
Но это возможно лишь в том случае, если все выражения, стоящие 
в скобках в левой части, обращаются в нуль:

a**!-I-= 0 (А= 1, 2............ л).
Положив a = Xi, ß = 1, мы сможем записать эти равенства в виде

aaft + ßi>ft = 0 (й=1, 2.............л). (20)
При этом ß F 0, так что aa-)-ß2 > 0.

Итак, если в (15) имеет место знак равенства, то существуют
такие числа а и ß, хотя бы одно из которых отлично от нуля, что 
справедливы равенства (20). Легко проверить, проводя рассуждения 
в обратном порядке, что при выполнении равенств (20) соотноше
ние (15) превращается в равенство.

Задачи к главе III

3.1.
1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.

10. 
11.
3.2.

можно

Докажите следующие утверждения:
'(а>0)А(Ь > с)]—”(а > с).
(а ^b)/\(b^ с)] —> (а > с). 
а^Ь) —>■ (а + с b -|-с).
(a^b)A(c^d) 
(а^Ь)Л(с > d) 
(а^Ь)/\(с^0) 
(а^Ь)Л(с^О)
(а^ b Z^ 0) Л(с > d^O) 
‘(aZ^b> 0)Л(с > dZ^O)

(a + cZ&ïb + d).
(а + с > b + d).
(ас be).
(ac^Lbc).

(acZ^bd). 
(ас > bd).

(a^b^0)—*(an^bn).
(а^Ь)-^(аШ1^Ьгп^1).
Докажите, что двойное неравенство а с < 6 

записать в виде
(а<с < Ь)<->[(а < с)Ѵ(я = с)] А(с < Ь).

ач2
3.3. Докажите неравенство -у ^2 (где а — произ

вольное действительное число).
3.4. Докажите, что для любых действительных чисел

а, Ь, с имеют место неравенства:
1. а2-}-Ь2+ 1 Z^ab + a + b.
2. 5а2—&ab + 5й2 0.
3. (a2 + 62)(a4 + è4)>(o3 + Z?3)2.
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3.5. Докажите, что если и b -\-c = a-\-d,
то bc^ad.

3.6. Докажите, что если ■—2^а^2, то для любых 
действительных чисел а и b выполняется неравенство

а2 + aab + Ь3 0.
3.7. Пусть а и b — произвольные положительные числа. 

Средним гармоническим этих чисел называется число

-¡---- j-, а средним квадратическим — число у —.
У+Т
Докажите следующие неравенства, связывающие средние 
величины: _____

Yеі+12.
У+Т

Покажите, что можно дать следующую геометрическую 
иллюстрацию этих неравенств (рис. 21). Пусть ABCD —

трапеция, основания которой AD —а, ВС = Ь; О—точка 
пересечения диагоналей. Тогда:

а) Среднее арифметическое -а^~— двух чисел a a b 
равно длине средней линии трапеции JKL.

б) Среднее геометрическое К ab этих чисел равно длине 
отрезка GH, который параллелен основаниям и обладает 
тем свойством, что трапеции BCHG и GHDA подобны.

в) Среднее гармоническое . 2 . равно длине от-
У+У

резка EF, который параллелен основаниям и проходит 
через точку О.
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г) Среднее квадратичное равно длине отрезка MN, 
который параллелен основаниям и разбивает трапецию 
ABCD на две равновеликие трапеции.

3.8. Докажите, что для любых положительных чисел 
а и b выполняется неравенство

/т +

3.9. Докажите, что для любых неотрицательных чисел 
а и b выполняются неравенства:

1. а" ¿-ft" где п— натуральное число.
/о-рЬ^з

~~2~
3. (|/'о + 1/&)8 > Mab (а + Ь)2.
3.10. Пусть а и b — произвольные неотрицательные 

числа, іг, k — натуральные числа, причем k^.ii. Докажите, 
что имеет место неравенство а" + 0“ ^акЬ'‘~к -\-Ька"~к.

3.11. Докажите, что если а и b — неотрицательные
числа, и — натуральное число, то (а-\-Ь)" 2"-1 (ап + Ь").

3.12. Докажите, что для любых действительных чи
сел а, Ь, с имеет место неравенство

К«2 + Ь2 + с2 < I а I +1 b I +1 с |.
3.13. Докажите, что для любых действительных чи

сел a, b справедливы неравенства:
1.
2.

а—b 
a A-b

a| + |ô|. 
la — 611.

3.14. Пусть х, у, г—произвольные действительные 
числа. Докажите, что для чисел ср = % +z/-¡-z, аг = ху-\- 
+xz + í/z, o3 = xyz справедливы неравенства:

1. aj>3a2.
2. a; Зоустз-

Докажите, далее, что если числа х, у, г положительны, 
то справедливы неравенства

3. срсг, ^9о3. 5. о|^27о5.
4. oj^27a3. 6. о^^ЗОзО,.

Покажите, что равенство в соотношениях 1, 3—6 имеет 
лишь при x = y = z.

3.15. Докажите, что для любых действительных чи
сел а, Ь, с имеют место неравенства:

1. (a + ö-(-c)2^3(a2-|-ö2-)-c2).
2. (a + b—с)2 + (Z? + с — а)2 + (а + с—b)2^ab + Ьс + ас.
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3.16. Докажите, что для любых неотрицательных чи
сел X, у, z выполняется неравенство

3 и xyz.

3.17. Докажите, что для любых неотрицательных чи
сел а, b, с, X, у, z справедливы следующие неравенства:

1. ab(a + b — 2c) + bc (b 4-е — 2а) + ас (а 4-е —2Ь) > 0.
2. ab (а + Ь) 4- Ьс (Ь + с) + ас (а -J- с) Qabc.
3. (a + b -)- с)3 — (а3 + Ь3 + с3) 2 (а + ft) (Ь + с) (с + а).
4. (a-j-ft4-c)(a24-ft2-|-c2)^9öftc.
5. (х + у — z)(y + z —x)(z + x—y)^xyz.
6. о? —4о1о2+9ст3^0, . где a^x + y + z, 

ot = xy + xz + yz, a3 — xyz.
3.18. Докажите, что для любых положительных чи

сел а, Ь, с, X, у, z имеют место следующие неравенства:
1. - + -J- + ->-^ + -¿=- + -^=r. 

а Ь с уТс аЬ
О х3 + у3 + г3 ^x+y+z 

х2-(-z/2 4-z2 3
3. + ö + + l + >9.

4. #+- + -^3. b ' с 1 a
2 2 2 9S i •> 3

- ’ 6+с ~ c-J-a ~ а+Ь —' a-j-ô + c 
С & i b і с 3

ô + c ' c+a "I- а+6 2

3.19. Докажите, что если а, Ь, с — произвольные не
отрицательные числа, то выполняются неравенства:

1. 2 (a3-(-ft3 4-е3) ^ab(a-\-b) + bc(b +с) г-ас (а-\-с).
2. 2 (а3 + Ь3 + с3) ¡3= а2 (Ь + с) + Ь2 (с + а) + с2 (а -}- ft).
3. 3 (a3 -¡-ft3+ с3) (a 4-ft 4-е) (ab + ac + bc).
4. 8 (а3 + ft3 + с3) 3 (а-)-ft) (ft 4-е) (с4-а).
5. (а -)- b 4-с)3 С 9 (а3 4-ft3 4-с3).
6. а4 + ft4 4-с4 afte (а 4-ft-{-с).
3.20. Докажите, что для любых неотрицательных чи

сел a, ft, с, d выполняется неравенство
, )/(а 4- с) (ft 4- d) К ab 4- Кcd .

3.21. Докажите, что для любых действительных чи
сел a, ft, с, d имеет место неравенство

а14- ft14- сі 4- d4 ¡3= 4abcd.
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3.22. Докажите, что если |а| < 1, |6| < 1, то
|а + Ь| < |1+оН '

3.23. Докажите, что если 1 b 1 < Jÿ-, то

1 1 1 <-¡—г-1 Q—b 1 ІаІ
3.24. Докажите, что если а, Ь, с—произвольные дейст-

вительные числа, удовлетворяющие условию Ü + Ô + C = 0, 
то

ab + bc + ca ^0.
3.25. Докажите, что если для действительных чисел 

a, b выполняется условие aa + b2= 1, то |а + ò| 2.
3.26. Докажите, что если действительные числа а, Ь, с 

удовлетворяют условию а + Ь-Ь с = 6, то
а3 + Ь2 + с2> 12.

3.27. Докажите, что если —ÿ , —ÿ ,
и а -{- b + с = 1, то

/2â+ï + K2Ö + I + Ґ2с+І < 4.
3.28. Докажите, что если действительные числа а, Ь, с 

удовлетворяют условию а + Ь^с, где с^О, то имеют 
место неравенства:

1. a2 + ô2>-£. 2.а* + Ь^^-. 3. +

3.29. Докажите, что для любого натурального п спра
ведливо неравенство

3.30. Докажите неравенство
JL 2 I 2Ì 12 ' 4 ' 6 ' ' ‘ 100 < 10 '

3.31. Докажите неравенство
_ ! , 1 , 1 , , 1 , 1 1 

sn 32 -+• 52 + 72 + •••-!- (2п-1)2 + (2л+1)а < 4 ■

3.32. Докажите, что если п > 1—натуральное число, 
то •

1. (1+а)"> 1 + ûzj при условии, что û>—1;
2. (l-j-a)"> l+Cn-o* при а>0 (6=1, 2, .... /г).
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3.33. Докажите, что для любого натурального 
имеет место неравенство

7Г + І+-- -+¿T<2-

3.34. Докажите, что для любого натурального п > 2 
справедливо неравенство

2<(1_Ь7г) <3-
3.35. Пусть положительные числа а1г а2, ап об

разуют арифметическую прогрессию. Докажите, что

V"w„ < /а,а.г ... ап < .

Получите отсюда неравенства |/п < {/л! < для лю
бого натурального п > 2.

3.36. Докажите, что для любого натурального п > 2 
справедливо неравенство

/й > п+Уп+ї.
3.37. Докажите, что при любом натуральном п > 2 

имеют место неравенства

3.38. Докажите, что для любого целого выпол
няются неравенства

Кй < 1 + + —U- +. • • + < 2 l/ñ.

3.39. Пусть т и п — целые числа, причем 0-^.п^.т, 
а > 0. Докажите неравенство

ат + -4г>а"+Л-
ат ап

3.40. Пусть а > 0, п — натуральное число. Докажите, 
что

п(1+а2")— ап^агп~1 + агп-г+ ... +а2 + а.
3.41. Докажите, что

Л < іЛfli+gj+.-.+Qnв,
' n

где А — наименйшее, В — наибольшее из чисел 
I |> I aî |> • ■ • i I |.
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3.42. Пусть blt b.¿, ..., b„ — положительные числа, at, 
а.,, ..., a„— произвольные действительные числа. Обозна
чим наибольшую из дробей -г~, через /W,О] 02 0„
а наименьшую—через т. Докажите, что

<м.а1 + °2 + • • • +Дд 
m^bl + bì+...+blt

3.43. Докажите, что для любых действительных чисел ах, 
«2, ..., ап имеет место неравенство

(Яі +а2 + ■ • . +й„)2 ^5 п (flî Д- + • ■ • + ап)-
3.44. Докажите неравенства 
—  ' ÎL±i=±—ti. :1

■•+ТГ-

/аІ ~1~ а2 ~Ь 
п

. 2
• • . “Г

связывающие среднее гармоническое, среднее геометри
ческое, среднее арифметическое и среднее квадратическое 
положительных чисел а2, ..., о„.

3.45. Пусть действительные числа аи аг, . . а„ 
связаны равенством ßj-f-öj-)- ... +о„ = 0. Докажите, что

s = fl1fl2 + fl1a3+ ...
(в s входят всевозможные слагаемые вида ß,ß7-, i =¿= /).

3.46. Докажите, что для произвольных действитель
ных чисел

@11 @Z1 * ' ' 1 @п> ^1» ^2» * ' * >
справедливы следующие неравенства:

1. V al + ß; + . . . + a„ + У bl b¿ -)- . . . + b„
K(ßi + & + • • • + (я„ + b,,)'-.

2. (k^ßj + a2 + ... +ßn—Ÿ bl -)- bl -)- ... 4" bä I iC
^|ßl--^1 І + I a2--b2 I -1- . . . +|fl„--Ö„|.

3.47. Пусть
1* , 2* , 3* .

= T+y+ T+ • • ■ +
IQQfe
101 где k— 1, 2, 3,. . .

Докажите, что mg nxli+ltnk_í.
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ГЛАВА IV

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

§ І. Введение

Во второй главе говорилось о действительных числах. 
В множестве действительных чисел можно решать линейные 
уравнения, квадратные уравнения с неотрицательным дис
криминантом, уравнения вида хп = а при в другие.
Существуют, однако, такие алгебраические уравнения (и 
даже уравнения с целыми коэффициентами), которые не 
имеют действительных корней. Таковы, например, квад
ратные уравнения с отрицательным дискриминантом. Про
стейшее из них — уравнение х2 + 1 =0. Естественно, возни
кает желание так расширить множество действительных 
чисел, добавив к нему новые числа, чтобы в этом расши
ренном числовом множестве имели корни квадратные урав
нения с отрицательным дискриминантом и, в частности, 
уравнение х2 + 1 = 0. Такой прием нам уже знаком по вто
рой главе: в связи с невозможностью решать в множестве 
положительных чисел некоторые уравнения вида х + Ь = я 
вводились отрицательные числа; в связи с невозможностью 
решать в целых числах некоторые уравнения вида Ьх — а 
вводились дробные числа и т. д.

Веєдєм новое число і, которое будем считать корнем 
уравнения х2 + 1 =0, т. е. будем считать, что для числа і 
выполнено равенство і2+ 1 =0. Далее, попытаемся расши
рить множество действительных чисел так, чтобы в новом 
числовом множестве содержались все действительные чис
ла и число і и чтобы в новом множестве были выполнимы 
операции сложения и умножения. Для этого нужно дого
вориться, что мы будем понимать под суммой, произведе
нием и равенством новых чисел. Ясно, что в это множест
во новых чисел нужно включить произведение Ы и сумму 
а + Ы для любых действительных чисел а и Ь. Выражения 
вида а-\-Ы условимся называть комплексными числами.
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Заметим, что мы вовсе еще не дали определения ком
плексных чисел. Мы лишь представили себе, какой вид мо
гут иметь новые числа. Эти рассуждения пока нестроги и 
не содержат еще определения множества комплексных чи
сел. Тем не менее сказанное дает повод'для одной распро
страненной ошибки. Из равенства і2 + 1 = 0 делают «вы
вод», что і — j/—1, в связи с чем на вопрос: «Что такое 
комплексное число?» часто можно услышать такой ответ: 
«Комплексное число—это выражение а + Ы, где г = К —1». 
Такой ответ является ошибочным. В множестве действи
тельных чисел символ К употребляется для обозначе
ния арифметического корня из положительного 
числа и, значит, выражения К—1 не имеет смысла. 
Знак « + » в выражении а + Ы также не имеет прежнего 
смысла, означающего операцию сложения действительных 
чисел, так как число Ьі не является действительным.

Это ошибочное определение можно попытаться «испра
вить» следующим образом: «Комплексные числа — это 
формальные выражения вида а + Ьі, где а и b—действи
тельные числа, а і — некоторый символ». В таком виде 
определение комплексного числа является неполным. Из 
него невозможно вывести правила действий над комплекс
ными числами и их свойства.

Чтобы получить полный ответ на поставленный вопрос, 
продолжим наши нестрогие рассмотрения, связанные с вве
дением новых чисел. Посмотрим, как было бы желательно 
определить действия над этими числами. Попробуем опре
делить сложение комплексных чисел таким образом, чтобы 
для них выполнялись все те законы действий, о которых 
говорилось в гл. II. Тогда сложение чисел а + Ы и c^-di 
мы должны будем производить следующим образом:

(а + Ы) (с + di ) = a + bi'+c+di = (а + с) + (b -|-d) і. 
Аналогично, вычитание мы должны выполнять так:

(a + Ôt).— (с + di) = (а—с) + (Ь—d) і.
Умножение тоже попробуем выполнять так, чтобы сохра
нились-такие же законы действий, как и для действитель
ных чисел. Тогда мы получим

(а + Ы) (с + di) = ас + (ad + be) і + bdP.
Вспомнив, что ¿*+1 = 0, т. e. t2 —— 1 (мы ведь хотим со
хранить все свойства действий, а значит, и правила пре
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образования равенств), находим, что умножение комплек
сных чисел нужно определить следующим образом:

(а + Ы) (с + di) = (ас—bd) + (ad + be) і.
Договоримся, наконец, какие комплексные числа следует 
считать равными. Начнем с равенства комплексного чис
ла нулю. Из равенства a + ôi —0 должно следовать, что 
b = 0: иначе оказалось бы, что у -)- / = 0, t = —, т. e. і
оказалось бы действительным числом, что невозможно, 
так как никакое действительное число не является кор
нем уравнения %24-1 = 0. Итак, если а + Ьі = 0, то b — Q. 
Тогда bi — Q, и потому о = 0. Мы видим, что число а + Ьі 
следует считать равным нулю лишь при a = b = Q. Далее, 
если числа а-(-Ы и c + rfi равны между собой, то 
(а + Ьі)— (c-¡-di) = 0, т. e. (a—c) + (b—d)i = Q. Ho тогда 
a—c = 0 и b—d=Q, T. e. a = c и b = d. Таким образом, 
равенство комплексных чисел нужно определить так: а 
+ bi = c + di, если а —с и b — d.

Итак, в определение комплексных чисел должны вхо
дить и соглашения относительно операций над ними. Мы 
выяснили, как это можно сделать, чтобы сохранить такие 
же правила действий, как и для действительных чисел. 
Еще раз подчеркнем, что наши рассуждения не являются 
«доказательством» правил действий над комплексными 
числами,—это только наводящие соображения к вопросу 
о том, как естественно вводить понятие комплексного 
числа.

Теперь перейдем к аккуратному определению ком
плексного числа.

§ 2. Определение комплексного числа

Определение. Комплексными числами называются 
выражения вида а + Ы (где а и b—действительные числа, 
а і — некоторый символ), если для этих выражений сле
дующим образом определены понятие равенства и опера
ции сложения и умножения:

1. Два комплексных числа а-\-Ы и с-)-di считаются 
равными тогда и только тогда, когда а = с и b = d.

2. Суммой двух комплексных чисел а + Ы и c + di на
зывается комплексное число (a+c) + (b+d) і.

3. Произведением двух комплексных чисел а-\-Ы и 
c-\-di называется комплексное число (ас—bd) + (ad-)-bc)i.
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Таково определение комплексного числа.
Комплексное число принято обозначать одной буквой 

(чаще всего буквой г). Равенство z = a-'rbi выражает тот 
факт, что комплексное число а-\-Ы обозначено буквой г. 
Для обозначения действий над комплексными числами 
применяются те же знаки, что п для обозначения дей
ствий над действительными числами: запись z' = z" озна
чает равенство двух комплексных чисел z її г"; далее, 
сумма чисел г, и z2 обозначается через г, + г2, а их про
изведение z,-z2 или z,z2. Таким образом, определение 
сложения и умножения двух комплексных чисел а-\-Ьі и 
c + di можно записать так:

(а + Ьі) + (с + di) = (а + с) + (b + d) і,
(а + bi) (с + di) = (ас— bd) (ad -j- be) і.

Действительное число а называется действительной 
частью комплексного числа z = a-\-bi и обозначается сим
волом Re г. Таким образом, для комплексного числа 
г = а + Ы пишут: Rez = « или Re(a + ôz) = o. Число b на
зывается мнимой частью комплексного числа z = a--b¡ п 
обозначается символом Imz. Таким образом, Im(o + /л) = b. 
Символ і называется мнимой единицей.

Заметим, что в выражении а + Ьі знак «-{-» пока что 
не означает действия сложения, так же как и запись Ьі 
еще чисто формальная. Однако запись а + Ьі не случайна. 
Опа вытекает, из следующих соглашений.

Рассмотрим комплексные числа вида я + 0-i. Форму
лы сложения и умножения для чисел такого вида (по оп
ределению сложения и умножения комплексных чисел) 
записываются следующим образом:

(öj + 0 • і) + (а., + 0 • і) = (í?, + íí2) + 0 • і,
(+ + O’- i) (üj + О • і) = (OjO2) —¡— 0 • í .

Таким образом, при сложении и умножении чисел вида 
а + О-і снова получаются числа того же вида. Если мы 
условимся писать a + Q-i — a (т. е. условимся отождеств
лять число а + О-і с действительным числом а), то уви
дим, что операции над числами вида а + О-і проводятся 
так же,как над действительными числами. Это позво
ляет считать, что каждое действительное число а содер
жится в множестве комплексных чисел, а именно 
а = а + О-і. В частности, число 0 = 0 +0-г мы будем, 
как обычно, называть нулем, а число 1 = 1 + 0-і — еди
ницей.
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Числа вида 0 + bi называются мнимыми числами (пли 
чисто мнимыми) и обозначаются следующим образом: 
O + bi = bì. В частности, число 0 1 ■ і обозначается так:
0+ !•/ = /. Заметим, что, согласно этому определению, 
число 0 = 0 _¡- 0 - г также следует считать чисто мнимым. 
Число 0 — единственное комплексное число, которое яв
ляется и действительным, и чисто мнимым.

Следуя этим обозначениям, каждое комплексное число 
можно записать в виде а + Ьі — (а + 0 • і) + (b + 0 • і) (0 + 1 • і). 
Значит, можно считать, что знак « + » в определении ком
плексного числа а + Ы означает действие сложения чисел 
а и Ьі, а запись Ы означает действие умножения чисел 
b и í.

Число і2 вычислим непосредственно, исходя из опре
деления умножения комплексных чисел:

і2 = і. і = (0 -j- 1 • і) (0 -¡- 1 • і) = — 1 + 0 • z' = — 1.
Итак, в любом промежуточном действии или в ко

нечном результате число і~ можно заменять числом — 1. 
Именно равенство і2= — 1 послужило причиной того, что 
иногда пишут t = J/ — 1. Выше’уже отмечалось, что эта 
запись некорректна, так как символ J/ означает 
арифметический корень из положительного числа.

§ 3. Свойства действий

Теперь, когда мы имеем четкое определение комплекс
ных чисел, можно изучать свойства действий над ком
плексными числами. Естественно ожидать, что действия 
сложение и умножение комплексных чисел обладают та
кими же свойствами, какими обладают сложение и ум
ножение действительных чисел,—ведь именно так мы 
«подбирали» определение комплексных чисел. Более того, 
и свойства обратных операций (вычитания и деления) ока
зываются такими же, как и для действительных чисел. 
Более точно, справедливы следующие теоремы 1 и 2.

Теорема 1. Сложение в множестве комплексных чи
сел обладает следующими свойствами:

1. Zj + z2 = z2 + 2j для любых комплексных чисел zx и 
z2 (коммутативный закон сложения).

2. (z1+z2) + z3 = z1 + (za + ¡zs) для любых комплексных 
чисел Z,, Zo, z3 (ассоциативный закон сложения).

3. z + Ò = z для любого комплексного числа г.
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4. Для любых двух комплексных чисел zt и z2 сущест
вует, и притом только одно, число г, удовлетворяющее 
уравнению z + z2==zL.

Доказательство. Докажем свойство 1. Пусть 
г^Щ + bJ, z2 = a2 + ô2i.

По определению сложения комплексных чисел можно за
писать

2і + z2 — (°1 + аа) + (Pt + Ь2) І, 
za + zx = (а2 + ах) + (&2 + 5,) і.

Из свойств действительных чисел следует, что.
°1 + °2 = а2 + а1> bj.+b2 = b.,-]-bl,

т. е. у чисел zx-J-za и Zj+Zt действительные части раз- 
ны и мнимые части равны. Значит, из определения ра
венства КОМПЛеКСНЫХ ЧИСеЛ Следует, ЧТО Z, + z2 = z2-\-zx, 
что и требовалось доказать.

Свойства 2 и 3 доказываются аналогично. Рекомен
дуется в качестве упражнения доказать их самостоятель
но. Заметим, что только после доказательства свойства 
2 имеют смысл выражения z1 + z2+z3, zxz.. + z3 + zt идр.

Докажем свойство 4. Пусть zl — a1 + bli, z2 — a2 + b„i, 
z = x-{-yi, где действительные числа х и у неизвестны. 
По определению сложения

Z + z2 = (х -ра2) + (у Ь2) і.
Равенство z + z2 = z1, в силу определения равенства комп
лексных чисел, выполняется тогда и только тогда, когда 

x-t-a2 = a, и y + b2 — bl.
По правилам действий над действительными числами на
ходим

х = ах — а2, у — Ьх—Ь2.

Таким образом, доказано, что равенство z-)-z2 = z1 вы
полняется тогда и только тогда, когда

z = (a¡ —a2) + (b¡ — b2)i.
Этим заканчивается доказательство теоремы 1.

Рассмотрим действие вычитания комплексных чисел. 
Вычитание определяется как действие, обратное сложе
нию. Это значит, что разностью двух комплексных чи
сел zx и z2 называется такое число z, которое удовлетво
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ряет уравнению z-\-z2 — z1; разность комплексных чисел 
и z2 обозначается через zx — z¡¡. Другими словами, запись 
z — z±— z2 означает, по определению, то же самое, что и 
запись z + z2 = z1. Из свойства 4 теоремы 1 следует, что 
разность комплексных чисел определяется однозначно 
с помощью формулы

(а, + Z?ií) — (а2 + Ь2і) = (flj—а2) + (bt—b2) і.
Отметим, что, как и для действительных чисел, раз

ность 0—г (для любого комплексного числа z) обозна
чается через —z, т. е. О — z = —z. Отсюда следует, что 
разность z1—z2 можно записать в виде z1—z2 = zl + (—z2).

Теорема 2. Умножение в множестве комплексных 
чисел обладает следующими свойствами:

1. z1z2 = z2z1 для любых комплексных чисел zx и г2 
(коммутативный закон умножения).

2. (ZiZ2) z., = z, (z2z3) для любых комплексных чисел Zp 
z2, z3 (ассоциативный закон умножения).

3. zx (z2 + z3) = zxz2 ZjZ3 для любых комплексных чисел 
zv z2, z3 (дистрибутивный закон).

4. i-z — z для любого комплексного числа г.
5. Для любых двух комплексных чисел z3 и z2, где 

z2=#0, существует, и притом только одно, число z, удов
летворяющее уравнению zz2 = z3.

Доказательство. Докажем свойство 5. Пусть
z1 = a1-\-bli, z2=a2 + b2i, z = x + yi,

где действительные числа х и у неизвестны. По определе
нию умножения

zz2 = (ха2—yb2) + (xb2 + уа2) і.

Равенство zz2==Zp в силу определения равенства комплекс
ных чисел, выполняется тогда и только тогда, когда

хаі—уЬг = а1 и хЬ3+уаг = Ь,.
Мы получили линейную систему относительно X и у, оп
ределитель которой a| + ò|y=0, так как z2=#0. Следова
тельно, эта система имеет единственное решение:

_ Uia2-\-b]b2 _ a2bj otb2
X 2 і 1.2 ’ У 2 i 12

а2“Г^2 fl2T^2
Таким образом, доказано, что уравнение zz2 = z1 для лю
бых комплексных чисел z1 = a1 + ò1Z, z2 = a2 + b2i (где
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z„=^0) однозначно разрешимо її имеет следующее решение:
2 _ £ifl2+Vä_ — я,дд . , j.

«1-І-б; "г «1-1-6; ' 1 '
Свойство 5 доказано.

Свойства 1—4 теоремы 2 легко доказываются так же, 
как и свойства 1—3 теоремы 1. Рекомендуется в каче
стве упражнения доказать их самостоятельно.

Заметим, что только после доказательства свойства 2 
теоремы 2 имеют смысл выражения гхг2гя, z3 = zzz и др.

Рассмотрим действие деления комплексных чисел. Де
лением называется действие, обратное умножению. Это 
значит, что частным двух комплексных чисел z2 п г2, где 
z.,=H=0, называется такое число z, которое удовлетворяет 
уравнению zz2 = z1', частное двух комплексных чисел z, 
и z2 обозначается через zt:z2 или —. Другими словами,

запись г — ~ означает, по определению, то же самое,
что и запись zz„ — z2. Из свойства 5 теоремы 2 следует, 
что для любых комплексных чисел zl = ol-¡-ó1í, г„ — аг-\- 
+ Ь„і (где z2=^0) частное однозначно определено и имеет 
следующий вид:

г., «2-}-Ь2і «1 + б2 «1-І-6І
Деление на нуль в множестве комплексных чисел, 

как и в множестве действительных чисел, не имеет 
смысла, т. е. частное у ни при каком z не опреде
лено.

Замечание. Из определения комплексного числа 
следует, что формулы сложения и умножения комплекс
ных чисел формально имеют такой же вид, как и фор
мулы сложения и умножения алгебраических выражений 
вида а + ді, причем в любом промежуточном действии 
или в конечном результате число і'2 можно заменять 
числом —1. В теоремах І и 2 доказано, что свойства 
действий сложения и умножения комплексных чисел 
и свойства обратных операций (Еычитания и деления) 
такие же, как и для действительных чисел.

Пример 1. Представить комплексное число у-ру 
в алгебраической форме, т. е. в виде а + Ы.
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Решение. По формуле деления комплексных чисел 
находим

3 — 2» 3-1+(—2).1 , 1-(—21-3-1 .1 5 .
"Г+Т = —Н+К- + -~Т^+12 1 = у-у1 •

Отметим, что в § 4 будет указан другой способ выпол
нения деления комплексных чисел.

Пример 2. Найти действительную и мнимую части 
комплексного числа (2 + t)3.

Решение. По формуле куба суммы двух чисел на
ходим

(2+t)3 = 23 + 3-23--t+3-2-t2 + i3.

Заменяя і2 числом —1, получаем
(2 + і)3 = 8 + 12/ —6 — і = 2 + 1 li. 

Следовательно, Re (2 + і)3 = 2, lm (2 + i)3 = 11.

§ 4. Модуль комплексного числа. Комплексно 
сопряженные числа

Определение. Модулем |z| комплексного числа 
z = a-\-bi называется число |/a2 + b2:

I z I = I a + bi I = )Лг2 + b2.
Следует помнить, что I z I всегда есть действитель

ное неотрицательное число: | z | 0, причем
I z I = 0 тогда и только тогда, когда z = 0.

Если z—действительное число, то |z| есть его абсо
лютная величина; поэтому модуль и обозначается так же, 
как и абсолютная величина.

Из определения модуля комплексного числа нетрудно 
вывести, что для любых комплексных чисел Z, z1, z„ 
справедливы соотношения:

1- Zi+Ы + Н + І-

3. zn| = |z¡" для любого целого числа п (причем при 
п < 0 предполагается, что z=+0).

Предлагаем читателю в качестве упражнения дока
зать соотношения 1—3.

Определение. Комплексное число а—Ы называет
ся комплексно сопряженным с числом z = a--b'r, число,
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комплексно сопряженное с z, обозначается через z: 
z —a-\-bi —a—bi.

Из этого определения нетрудно вывести, что для лю
бых комплексных чисел z, zlt г2 справедливы соотно
шения:

1. ± Zj) = Zj ± Z2.

2. (г^) = г1гд. .

3. =•=•=-, если г2+=0.

4. (z) = z.
5. zz = |z|2.
6- |z| = |2|.
7- если Zs^°-

В качестве упражнения предлагаем читателю дока
зать соотношения 1—7.

Замечание. Формулу 7 можно доказать следующим
способом. Умножим числитель и знаменатель дроби — 

- 22
на число г2; мы получим у-= |^. Воспользовавшись те
перь соотношением z2z2=|z2|2, находим

Z1   г1^2 /О\
z2 I z212 ’ ( ’

С помощью формулы (2) удобно выполнять деление 
комплексных чисел. Решим таким способом пример 1 
(стр. 104). Умножая числитель и знаменатель дроби -¡тру
на число 1 + і=1—г, получаем

З—2і _ (3 —2í) (1 — і)-_ 3 —Зі —2і+ 2í2 _ 3 —5і —2 1 5. 
l + ¿ (1+і)(І— і) ~ 1 1 + і I2 — 12+12~ 2 2 1-

Удобство использования формулы (2) для нахождения 
частного двух комплексных чисел заключается в том, 
что при этом не нужно помнить формулу (1) деления 
комплексных чисел (стр. 104).

Пример 3. Доказать, что для любых двух комп
лексных чисел гг и г2 выполняется соотношение

|21 + h2|2 + îz1-z2|2 = 2|z1|2 + 2|z2 I2.
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Решение. Применяя свойства 5 и 1 комплексно 
сопряженных чисел, получаем

1-I- z812 +1 zt—z212 = (zx + z2) (z1 + z2) + (Zj—z2) (z,—z2) = 
(^14” ^î) (^i “b z2) -)- (Zj z2) (z1—z2) =

= 2Z& + 2z2z2 - 21 Zl I2 + 21 z212, 
что и требовалось доказать.

§ 5. Геометрическая интерпретация комплексного числа

Рассмотрим прямоугольную систему координат на пло
скости. Условимся комплексное число а + Ы изображать 
точкой плоскости с координатами (а, Ь) (рис. 22). Иначе- 
говоря, на оси абсцисс будем откладывать действитель
ные части комплексных чисел, а на оси ординат — мни
мые. При этом действительные
числа будут изображаться точ
ками оси абсцисс, которую на
зывают поэтому действительной 
осью, а чисто мнимые числа — 
точками оси ординат, которую 
называют мнимой осью.

Обратно, каждой точке пло
скости с координатами (а, ti) по
ставлено в соответствие комп
лексное число а + Ы. Таким об
разом, соответствие между мно
жеством всех комплексных чи
сел и всех точек плоскости
взаимно однозначное. Поэтому в дальнейшем мы не будем 
различать понятия комплексного числа и точки плоскости 
и будем говорить, например, «точка 2=1—і», «треуголь
ник с вершинами в точках zv z2, z3» и т. п.

Заметим, что каждой точке плоскости с координатами 
(a, b)- соответствует один и только один вектор с началом 
в точке (0, 0) (начало координат) и концом в точке (а, Ь). 
Поэтому условимся также изображать комплексное число 
а + Ы вектором с. началом в точке z = 0 и концом в точке 
г = а + Ы (рис. 22).

Из данной выше геометрической интерпретации комп
лексного числа вытекают следующие свойства:

1. Длина вектора г равна | г |.
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2. Точки z я г симметричны относительно действи
тельной оси.

3. Точки г и —г симметричны относительно точки 
2 = 0.

4. Число 2j + 22 геометрически изображается как век
тор, построенный по правилу сложения векторов z1 И 2j 
(рис. 23).

5. Расстояние менаду точками г1 и г2 равно |г2—z2|.

Предлагаем читателю в качестве упражнения дока
зать свойства 1—4.

Докажем свойство 5. Построим вектор zt—z2 как 
сумму векторов 2j и —z„ (рис. 24). Из равенства тре
угольников с вершинами в точках 0, гѵ z2 и 0, zt, 
2і—z2 следует, что длина вектора z1—z2 равна расстоя
нию между точками zt и г2, что и требовалось доказать.

Пример 4. Множество точек 2, удовлетворяющих 
уравнению |г—г0| = У?, есть окружность с центром 
в точке г0 и радиусом R, так как уравнение \г—г0| = У? 
выражает тот факт, что расстояние от точки г до точки z„ 
равно

Пример 5. Множество точек г, удовлетворяющих 
уравнению ¡z—2j I = I г—г21, есть прямая, перпендику
лярная отрезку, соединяющему точки г2 и г2, и прове
денная через его середину. В самом деле, уравнению 
¡г—2г J = jг — 22| удовлетворяют все точки г, равноуда
ленные ОТ точек 2j и г2 (и только эти точки).

Пример 6. Множество точек г, удовлетворяющих 
неравенству 1т г >0, представляет собой верхнюю полу
плоскость (т. е. множество точек, лежащих выше дей
ствительной оси). Это следует ИЗ ТОГО, что для точки 
z = x + iy неравенство lm z > 0 имеет вид у > 0.
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§ 6. Аргумент комплексного числа

Определение. Аргументом комплексного числа 
г =т^= 0 называется угол между действительной осью и век
тором 2, отсчитываемый от положительного направления 
действительной оси. При этом, как обычно, если отсчет 
ведется против часовой стрелки, то величина угла счи
тается положительной, если по часовой—отрица
тельной.

Для обозначения того факта, что число ср является 
аргументом комплексного числа z = a-\-bi, пишут <p = arg2 
пли <p = arg(a + ùi).

Для числа 2 = 0 аргумент не определяется. Поэтому 
во всех дальнейших рассуждениях, связанных с поня
тием аргумента, будем считать, что 2 =#=0.

Заметим, что для фиксированного числа г#=0 аргу
мент определяется не однозначно: если <р —некоторый 
аргумент числа 2, то углы <р + 26л (6 = 0, ±1, ±2, ...) 
тоже являются аргументами того же числа 2 (ср. рис. 22). 
Таким образом, для каждого числа 2 имеется бесконеч
ное множество аргументов, каждые два из которых от
личаются друг от друга на число, кратное 2л.

Из определения тригонометрических функций следует 
(ср. рис. 22), что если <р = arg {а + Ы), то имеют место 
равенства

а bcos ср sin ср (3)

Справедливо и обратное утверждение: если выпол
няются оба равенства (3), то ср = arg(a + 6í). Таким об
разом, все значения аргумента можно находить, решая 
совместно уравнения (3). При этом полезно использовать 
геометрическую интерпретацию комплексного числа для 
определения той четверти, в которой находится точка 
г = а + Ьі. Подчеркнем: для определения той четверти, 
в которой находится точка 2 = а + 6і, нужно использо
вать оба соотношения (3) (или использовать геометри
ческую интерпретацию комплексного числа), а после 
того, как это сделано, можно для нахождения аргумента 
воспользоваться одним (любым) из уравнений (3).

Пример 7. Найти аргумент числа г=1—і.
Решение. Так как Re2=l, 1гп2 = '—1, то точка 

г=1—/ лежит в IV четверти. Поэтому достаточно найти 
такое решение одного из уравнений (3), которое является
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углом в IV четверти. Находим
cos<p = y=-, ф = ^- + 2Ал (k = Q, ±1, ±2, ...).

Заметим, что если ф = arg(ö-f-öi), а#=0, то из (3) 
следует, что tg ф = у. Но обратное утверждение не-

верно: из равенства tgф = — нельзя заключить, что 
Ф = arg (а +Ы). Например, для числа —1—і значение 
ф = -у является решением уравнения tgф = —=1, но не
является аргументом этого числа.

Но если сначала определить, используя геометриче
скую интерпретацию, в какой четверти находится точка 
а + Ы, и затем найти такое решение уравнения tg ф = — ,
которое является углом в этой четверти, то получим ар
гумент числа а-\-Ы.

Пример 8. Найти аргумент числа—1—і. 
Решение. Точка —1—і лежит в III четверти.

Поэтому нужно найти такое решение уравнения 1§ф= —, 
которое является углом в III четверти. Находим

Stt
1ёФ==1, Ф = -г + 2/гл (& = 0, ± 1, ±2, . . . ).

§ 7. Тригонометрическая форма записи 
комплексного числа

Пусть г — модуль, а ф — какой-либо из аргументов 
комплексного числа а-¿-di', т. е. г = | a -f-bi | = b¿,
q> = arg(a + bi). Тогда из формул (3)следует, что а = гсоэф, 
ft = rsin ф, и, значит,

а+Ы —г (cos ф + і sin ф).
Нетрудно доказать и обратное утверждение: если имеет 

место равенство а + Ы = г (соэф + і sin ф), где г > 0, то 
г = Ia+bi I, ф = arg(a + Z?i).

Определение. Запись комплексного числа г в виде 
2 = Г (cos ф + І sin ф),

где г> 0, называется тригонометрической формой ком
плексного числа.
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Из сказанного выше следует, что любое комплексное 
число z=^=0 можно записать в тригонометрической форме

z = r(cos<p-|-¿sin<p), г > О,
причем эти соотношения имеют место в том и только 
в том случае, если г = j г |, tp = argz.

Необходимо усвоить, что не всякая запись ком
плексного числа через тригонометрические функции яв
ляется тригонометрической формой этого числа. Например, 
для числа 1 + 1 запись

■ 1. + Z = 1^2 (cos -j + t sin-j)

есть тригонометрическая форма этого числа. Но запись' 
в виде

1 + ( = |/l(cos-^ + i sin-Ң 

или
1 + Í = — К 2 (eos -^ + Í sin

не является тригонометрической формой числа 1+Í.
Нетрудно доказать, что для двух комплексных чисел

21 = П (cos <рх + і sin (pj, z2 = r2(cos<p2.+ í sin<p2),
записанных в тригонометрической форме, равенство zl = z2 
имеет место тогда и только тогда, когда гг = г2 и <рх = <р2 + 
+ 2/ел, где k—некоторое целое число.

Теорема 3. Пусть Ti = argzL, ç!£=argz2. Тогда 
Фі+Ta=arg(2iZ2).

Доказательство. Представим числа Zj и z2 в три
гонометрической форме: z1 = r1(cosç1 + i sin.cpj, z2 = 
= r2(cos(p2 + í sin ф2), где rt=|z1|, r2 = |z2|. Вычислим 
теперь произведение чисел и z2:
2і2г = гі (СОЭфі + Í sin ф^ г2 (С03ф2+ I ЭІП ф2) —

= ГгГ2 [.COS Фі COS ф2 — sin Фі sin ф2 +
+ ì (sin ф1 COS ф2 + COS фг sin фг)] =

— ПЛ [cos (ф1+ф2).+¿ sin (фх + ф2)].

Так как г1г2'^> 0, то это. есть тригонометрическая форма 
записи числа z+j. Следовательно, Ф^Ф^а^^г^, что 
и требовалось доказать.

Заметим, что из приведенного рассуждения вытекает 
соотношение |z1z2| = rlr2 = |z1||z2|; это дает новое дока-
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зательство свойства 1, сформулированного на стр. 105. 
Таким образом, модуль произведения двух комплексных чисел 
равен произведению модулей сомножителей, а сумма аргу
ментов сомножителей является аргументом произведения. 
Заметим также, что формула
z,z2 = r1 (cos срг + i sin фх) r2 (cos tp2 + і sin <рг) =

= rxr2 [cos (<px + ф2) + і sin (фх + ф2)] ,
полученная при доказательстве теоремы 3, дает правило 
умножения комплексных чисел, записанных в триго
нометрической форме.

Используя результат теоремы 3, нетрудно методом ма
тематической индукции доказать, что если фх, ф2, . . ., ф„ — 
аргументы чисел zx, z2, ..., z„ соответственно, то фх + Ф2+... 
.. . + Ф„ = агё(гх22. . .г„).

Теорема 4. Если фх = аг§гх и ф., = argz2, то
Фі—Ф2=агё-|і-.

Z2

Эта теорема легко вытекает из теоремы 3. Из теоремы 4 
следует, что формулу деления двух комплексных чисел zx 
и z2 (z2=7^=0), представленных в тригонометрической форме

Zx = Гх (cos фх 4- І sin фх), Z2 = r2 (cos ф2 + і sin ф2),
можно записать в виде 

Z, _ Гх (COStpj + I sin <px)
Z2 r2 (COS фо+í s¡n ф2) ~ [cos (фх — ф2) 4- £ sin (фх—ф2)] . 7 2

Другими словами, модуль частного двух комплексных чисел 
равен частному модулей делимого и делителя, а разность 
аргументов делимого и делителя является аргументом ча
стного.

Теорема 5. Формулу возведения в целую степень п 
(« = 0, ±1, ±2, ...) комплексного числагф 0, представ
ленного в тригонометрической форме г = г(соэф4-г эіпф), 
можно записать в виде

гп — [г (cos ф 4- і sin ф)] " = г" (cos /іф 4- і sin /іф).
В частности, для любого числа ф и любого целого числа п 
выполняется соотношение

(COS ф 4-Í Sin ф)" = COS Шр 4-Í Sin/£ф 
(формула Муавра).

Теорема 5 легко доказывается методом математической 
индукции (с использованием теоремы 3 при п > 0 и тео
ремы 4 при п < 0).
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Из сказанного выше ясно, что с помощью тригоно
метрической формы комплексного числа удобно выполнять 
умножение,- деление комплексных чисел и возведение их 
в целую степень.

Пример 9. Представить комплексное число (1—t')8 
в алгебраической форме, т. е. в виде а + Ы.

Решение. Модуль комплексного числа 1—і равен 
1-^2, а аргумент равен . Следовательно, по формуле 
возведения в целую степень имеем

(1 — г)8 = (К 2)s (cos 14л + і sin 14л) = 16.
Тригонометрическую форму комплексного числа удобно 

также использовать при решении уравнений вида z" = z0, 
где zu— заданное комплексное число, п—натуральное 
число.

Пример 10. Найти все решения уравнения z2 = ¿.
Решение. Представим число t в тригонометрической 

форме: і = cos у +1 sin у . Пусть z — r (cos cp + і sin cp). То
гда .уравнение z2 = í примет вид

г2 (cos 2ср + і sin 2<р) = cos у + Z sin у .

Отсюда находим г= 1, 2ср=у + 2Лл, т. е. ср = у4-£л

(А = 0, ±1, ±2, ...). Таким образом, все решения урав
нения 22 = í представляются в виде

2= cos+ &лjí sin (у + &л) (/г = 0, ±1, +2,...).

Заметим, что для всех четных k эта формула дает ком
плексное число

л , . . я 1 , іZ, = COS -г 4- I Sin -T- = —4- —,1 4 1 4 ]Л2 У 2 ’

а для всех нечетных k- 
5лZ2 = COS 4

-комплексное число
5л 1 і■I sin • У 2 У 2

Итак, уравнение г2 = £ имеет два корня:
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В общем случае решение уравнения zn — z0, где п — 
натуральное число, описывается следующим образом. Пусть 

z0 = r0 (cos <р„ -і- і sin ф„) — 
тригонометрическая форма 
комплексного числа г0. 
Тогда все корни уравне- 

даются формуния
лой

2 = 2„

2 = (/ /ro COS
Фо -j-2/гл

¿-¿sin
п

Ф„ + 2kn

где & = 0, 1, 2, . . ., п— 1. 
Из этого нетрудно вывести, 
что точки, изображающие 
все корни уравнения zn — 
— zg, являются вершинами 
правильного /г-угольника 

(рис. 25), вписанного в окружность с центром в точке 
2 = 0 и радиусом |г01. Доказательство этих утвержде
ний мы предоставляем читателю.

В частности, при /г =2 мы получаем следующее утвер
ждение: уравнение г'2 = г0, где г0 = гй (cos ф0 + і sin ф0), имеет 
два корня:

,Фо\
2?

'Фо
sin •

(4)+ і sin

2і =1/^(COSÇ+Z 

2г = У ro ( cos ( у + Л

Эти корни симметричны относительно начала координат, 
т. е. г2 = — 2j (рис. 26). За
метим, что корни 2t и г2 со
вершенно равноправны, т. е. 
у нас нет каких-либо объ
ективных причин считать один 
из этих корней «первым» или 
«основным». Ведь наряду с 
Фо аргументом числа г0 яв
ляется также ф0 + 2л, а если 
вместо фо подставить в фор
мулы (4) фо + 2л, то гх и 
г2 поменяются ме

стами. Это показывает, что корни zv и г2 равноправны.
Если мы условимся один (какой-нибудь) из этих кор
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ней обозначать через Ѵ~г~0, то второй будет равен —
Сказанное делает ясным, что символ У z0 не имеет в мно
жестве комплексных чисел однозначного смысла, т. е. 
если мы хотим этот символ. применять, то каждый раз 
нужно указывать, какой из двух корней уравнения 
z2 = z„ обозначен через У z0. В связи с этим знак квад
ратного корня в применении к комплексным числам обыч
но не используется. Однако есть одно исключение: при 
решении квадратных уравнений с отрицательным дискри
минантом пишут квадратный корень из отрицательного 
числа. К этому вопросу мы вернемся в следующей главе.

Задачи к главе IV

4.1. Представьте в алгебраической форме, т. е. в виде 
а + Ы, комплексные числа:

1. (1 + 20(2-0 + (.І-2/)(2 + і).
9 ' 5 і 5 Ч 1 ~ ¿ і 1 + »

l+2i'r2-í’ l + i_rl-í‘
(1 + (2+ і) (1-і) (2-і)

2-і 2-j-i

4.2. Найдите действительную и мнимую части ком
плексных чисел:

1. (3 + 202-
3. (2 +ЗО2—(2 —302- 4.

6.
(2-і)3. 
(1 + і)5 
(I-i)3’

4.3. Докажите, что для любого комплексного числа z 
выполняются соотношения

z + z.= 2Rez, z—z = 2i'Imz.
4.4. Докажите, что если P(z) — многочлен с действи

тельными коэффициентами, то P(z) = P(z).
4.5. Докажите, что для любых комплексных чисел z, 

и z2 выполняются соотношения:
1. |z,z2 + 1 |2 + |г,—z2|2 = (|z1|2 + .l)(|z2|2 + 1).
2. |2ііг-ір_|гі_2г|2 = (|гі|а-1)(|г2|2-1).
3. I + z213 = (I zx I +1 z21)2 — 2 [I z2z21 — Re (z,z2)].
4- I Zi + г2 ¡2 = (I z, I —J z2|)2 + 2 [| z,zt I + Re (z,z2)].
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4.6. Какой геометрическим смысл имеет соотношение
1+ 2а |2 +1z,—z.212 = 21 Z, Ia + 21 z2 Ia?

4.7. Выясните геометрический смысл множества точек 
комплексной плоскости, удовлетворяющих соотношениям:

1. Rez > 0. 2.
3.0<RezCl. 4.
5. |z|< 1. 6.
7. I z — і J > 1. 8.
9. І z + і I = I z—1 |. 10.
4.8. Докажите, что для 

выполняются неравенства

Re z I z I

Imz< 1.
I Imz| < 1.
|z + 2i|<4.
1 < |z—11 < 2.

I 1 +z| < I 1-z|.
любого комплексного числа z

Im z I z |.
4.9. Докажите (алгебраически и геометрически), что 

для любых комплексных чисел zl и z2 выполняются не
равенства

11 ¿1 I — I 2а I I <| Z, + Z2 I < I Zt I + I Z2 |.

4.10. Запишите в тригонометрической форме комплекс
ные числа:

1. i. 2. —2.

3. -Т + 1‘-ДГ- 4. t121+l.

5. 6. — cos-J+ísin-J.

7. (—3 + 4i)3. 8. (1 +í)8(1 — i КЗ)“-

4.11. Докажите равенство
Z l +1 tg a \n _ 1 +1 tg na 
\1— i tg a J 1—tigna’

где a— целое число, na^-^- -\-kn(k=Q, ±1,

±2, ... ).
4.12. Представляя комплексное число (cosa + і sina)3 

в алгебраической форме по формуле куба суммы двух 
чисел и по формуле Муавра, докажите равенства

cos За = cos3 а—3 cos a sin2 а, 
sin За.= 3 cos2 a sin а — sin3 а.
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4.13. Решите уравнения:-
z‘ = — i. 
z° = 64. 
г8 = 1 + і.

2. z3=l.
4. г7 =— 1.
6. г2 = 3— 4і.

4.14. Докажите, что все решения уравнения z2 = а + Ьі, 
где а и b—действительные числа, можно записать в виде

гі.,= ±(/¿íWí+i /Khî+î^î), 

если ÒÌ>0, и

если b < 0.
4.15. Пусть 2ü,z1, ...,z„_i — последовательные вершины 

правильного п-угольника, вписанного в окружность с цент
ром в точке 2 = 0, причем нумерация вершин соответствует 
обходу окружности против часовой стрелки. Выразите гк 
через 20 (k = 1, 2, . .., п— 1 ).

4.16. Найдите все корни уравнений:
1. 2 = 23. 2. |z| —2=1+2і. .

' 3. 2 + |2+1 |¿-í = 0. 4. Iz¡2—2iz + 2í' = 0.

5. г I z | + 2z + í = 0.
4.17. Решите системы уравнений:

1 ( |2-2<Н|2|,
1 |z—ІI = I г— 11.

z2—2¿| = 4,
г -{- 1 4-1 I_ .
z — 1 — і I

z I4.18. Докажите, что число ^—¡- является действитель
ным тогда и только тогда, когда z—действительное число, 
2=/=— 1.

4.19. Докажите, что число является чисто мни
мым тогда и только тогда, когда |z|= 1, z#=—1.

4.20. Докажите, что три • различные точки zx, z, и z3 
тогда и только тогда лежат на одной прямой, когда от
ношение ——— является действительным числом.

г3 — Z1
4.21. Пусть |zft|—1 (6=1, 2, 3). Докажите, что точ

ки ¿i, z2, z3 тогда и только тогда являются вершинами 
правильного треугольника, когда

Д + га + гз = 0.



ГЛАВА V
КВАДРАТНЫЙ ТРЕХЧЛЕН

§ 1. Квадратный трехчлен и его корни

Квадратным трехчленом относительно х называется 
выражение вида

¿гх3 + Ьх + с, (1)
где а, Ь, с—некоторые числа, причем а=И=0. Числа а, Ь, с 
называются коэффициентами квадратного трехчлена. 
В дальнейшем будем предполагать, что а, Ь, с—дейст
вительные числа.

Значения X, при которых квадратный трехчлен (1) об
ращается в нуль, называются корнями трехчлена. Таким 
образом, для нахождения корней квадратного трехчлена 
нужно решить квадратное уравнение

ах'1 +¿>x + c4- 0. (2)
Напомним, каким образом находятся корни квадрат

ного уравнения (2); при этом мы несколько уточним 
факты, обычно излагаемые в школьном курсе.

Для решения квадратного уравнения (2) пользуются 
приемом выделения полного квадрата в трех
члене (1), т. е. записывают его в виде (напомним, что 
а#=0)
ах1-\-Ьх-\-с = а + + с = а^ха + 2^х^ + с =

b-— 4ас

Таким образом, уравнение (2) можно записать в виде
Ô2—4ас

4а О,

или (перенося дробь в правую часть и поделив на а) в виде
Ь’1—4ас 

іа2 (3)
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При этом уравнение (3) равносильно уравнению (2), 
т. е. имеет те же корни, что и уравнение (2). В самом 
деле, если некоторое число X удовлетворяет уравнению (2), 
то, как показывают проведенные выкладки, оно удовлет
воряет и уравнению (3). Но эти выкладки можно провести 
и в обратном порядке, т. е. если число х удовлетворяет 
уравнению (3), то оно удовлетворяет и уравнению (2).

Иными словами, равенство (2) представляет собой не
определенное высказывание, которое для одних значений х 
(а именно для корней трехчлена) является истинным, 
а для других — ложным. Точно так же равенство (3) есть 
неопределенное высказывание. Эквивалентность уравне
ний (2) и (3) заключается в том, что эти два неопреде
ленных высказывания одновременно истинны или ложны.

Итак, остается решить уравнение (3). Обычно число 
Ь2— 4ас обозначают через D и называют дискриминантом 
квадратного трехчлена (1). Таким образом, уравнение (3) 
можно записать так:

(X + É)2==¿-’ где D = b2 — 4ac. (4)

Теперь представляются три различных случая—в за
висимости от того, каким является число D.

а) Если число D положительно, то положительно и число 
-^2 - Поэтому существуют два числа, квадрат каждого из

D л Yd Yd ,которых равен : это будут числа и-------- (где,
как всегда, Y D— арифметический корень из положитель
ного числа £>). Но согласно (4) % + как раз есть такое

число, квадрат которого равен . Значит, х удовлет
воряет уравнению (4) в двух случаях:

, ь . Yd ( -è-Lj/pX1) если х + = т _ (дтогда х = —

, ь Yd f —b—YD\2) если х + Та =---- и тогда х =---------------- J .

Итак, при D > 0 уравнение (4), а значити уравнение(2), 
имеет два корня:

-b+YD
2а

х3 = —- -2^D , где D — b2—4ac. (5)
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Заметим, что в этом случае оба корня х2 действительны, 
причем (т. е. уравнение в самом деле имеет два
корня).

б) Если число D равно нулю, то уравнение (4) при
нимает вид

Но квадрат числа равен нулю только в том случае, 
если само число равно нулю, и потому мы отсюда по
лучаем

. b п ь
-Ѵ + 25 = 0- ИЛИ Х = -2Н-

Итак, при £> = 0 уравнение (4), а значит и уравнение (2), 
имеет только один корень X — — т. е. существует
только одно число ^а именно —, удовлетворяющее

этому уравнению. Однако в целях единообразия считают, 
что и в этом случае уравнение (2) имеет два корня, 
только они оба совпадают. Иными словами, условно 
считают, что и при D = 0 уравнение (2) имеет два корпя:

Ь
хі - хг — 2а ■

Заметим, что то же получается и из формул (5), поскольку 
D = Q. Таким образом, если мы условимся при D — 0 счи
тать корень х =— два раза (или, как еще говорят,
уславливаемся считать его двукратным корнем), то фор
мулы (5) для корней сохраняют силу и в этом случае. 
Мы увидим, что и во многих дальнейших случаях это 
соглашение (считать при D — Q корень двукратным) ока
зывается очень удобным: иначе во многих теоремах при
ходилось бы делать специальные оговорки, относящиеся 
к этому случаю. Поэтому в математике всегда принято 
считать, что при £) = 0 уравнение (2) имеет два совпа
дающих корня. Однако читатель должен отдавать себе 
ясный отчет в том, что это лишь условное соглашение-. 
при £> = 0 из всех действительных чисел только одно 
^а именно —удовлетворяет уравнению (2).

в) Осталось рассмотреть случай, когда число D отрн- 
„ Dцательно. В этом случае и число j-y отрицательно.
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А так как квадрат действительного числа не может быть 
отрицательным, то, значит, в этом случае уравнение (2) 
не имеет действительных корней. Как мы знаем, сущест
вует два комплексных числа, квадрат каждого из 
которых равен отрицательному числу D (см. стр. 114). 
Эти числа являются чисто мнимыми и притом сопряжен
ными. Если мы условимся одно из них (безразлично, 
какое) обозначать через j/Z), то другое будет равно —)/ D. 
Тогда числами, квадрат каждого из которых равен отри-

D - УЬцательному числу будут чисто мнимые числа и

•---- (а других таких чисел не существует). Но со-

гласно (4) -ѵ + 2^ есть число, квадрат которого равен .
Следовательно, х удовлетворяет уравнению (4), а значит 
и уравнению (2), в двух случаях:

1) если

2) если , , b 
А_г 2а

Ко
2а

2а

и тогда х- -&+

и тогда Х--

2а j ’
-Ь-УЪ\ 

2а )

Таким образом, и в этом случае (т. е. при D < 0) урав
нение (2) имеет два корня, вычисляемые по формулам (5) п 
являющиеся комплексно сопряженными числами. Еще раз 
подчеркнем, что это утверждение имеет лишь условный 
смысл — если мы уславливаемся через У D обозначать 
какое-либо одно из комплексных чисел, квадрат которого 
равен отрицательному числу D. Это, в самом деле, лишь 
условное соглашение, так как знак У используется, по 
определению, для обозначения арифметического корня 
из положительного действительного числа, а в комплекс
ной области этот знак однозначного смысла не имеет. 
Тем не менее уславливаются при решении квадратных 
уравнений с отрицательным дискриминантом всегда считать, 
что ]У D обозначает одно из двух чисел, квадрат которого 
равен D. Тогда формулы (5) для корней сохраняют смысл 
и при D < 0.

Итак, при указанных выше соглашениях (и только при 
условии принятия этих соглашений!) справедлива сле
дующая

Теорема 1. Квадратный трехчлен ах- + Ьх + с с дей
ствительными коэффициентами а, Ь, с, где а=^0, всегда
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имеет два корня, определяемых по формулам (б). Эти 
корни

а) действительны и различны, если D > 0;
б) действительны и совпадают, если D — 0-,
в) не являются действительными (и будут комплексно 

сопряженными) при £><0.
Следствие. Складывая и перемножая корни, х15 х2 

квадратного трехчлена (1) (см. формулы (5)), получаем 

Хі + , хххг = —. (6)

Формулы (6) называются формулами Виета.
С помощью формул Виета можно получить разложение

квадратного трехчлена ах2 + Ьх + с на множители:
ах2-\-Ьх + с = а(х—xj (х—х2). (7)

Более подробно, имеет место следующая
Теорема 2. Пусть xt и х2— корни квадратного 

трехчлена ах2 +Ьх+с. Тогда для любого значения х 
справедлива формула (7).

Доказательство. Из формул (6) следует, что 
b = — a (Xj + х'2), с ~ ах^.

Поэтому для любого (действительного или комплексного)
значения X мы имеем
ах2 + Ьх + с = ах2—a (xt + х2) х + ахгх2 =

= ах (х—Xj)—ах„ (х—х1) = а(х—xj (х—х2).
Пример 1. Пусть хг и х2—корни квадратного урав

нения ах2 + Ьх + с = 0, где а=#0. Не решая этого урав
нения, выразить через его коэффициенты сумму хН-х?.

Решение. Имеем X? + X? = (Xj + х2) (х? — х1х2 + х2) = 
= (Xj 4-х2) [(х^Хо)2—Зх^г]. Используя формулы Виета,
получаем

3-а
Ь(3ас — Ьг) 

а3

Пример 2. Доказать, что корни хг и х2 квадратного 
трехчлена X3 4- рх 4- q действительны и положительны тогда 
и только тогда, когда выполняются условия

£> = р’—4?>0, р<0, q>Q. (8)
Доказательство. Необходимость. Пусть кор

ни трехчлена положительны:
*і > 0, х2 > 0. (9)
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Покажем, что выполняются условия (8). Из неравенств (9) 
следует, что и х1х2>0, и потому, в силу
формул Виета (6), мы имеем р < 0, q > 0. Кроме того, 
Q = р2— 4?>0 (ибо при D < Ó корни не были бы дейст
вительными).

Достаточность. Пусть выполнены неравенства (8). 
Покажем, что корни трехчлена x2 + px-j-q положительны, 
т. е. имеют место неравенства (9). Так как D^O, то 
в силу теоремы 1 корни трехчлена действительны. По 
формулам Виета

—р = х1 + х2> 0, д' = х1х2> 0. (10)
Из второго неравенства (10) вытекает, что действительные 
числа х± и х2 имеют одинаковый знак (т. е. либо оба по
ложительны, либо оба отрицательны), а из первого нера
венства (10) вытекает, что эти числа положительны. 
Итак, хх >0, х2 > 0.

Замечание. Т ребование D 0 в условии этого при
мера существенно: корни квадратного трехчлена х2—2х + 2 
равны х1 = І+і, х2 = 1 — і. Неравенства (10) для них 
имеют место, тогда как условия (9) не выполняются.

§ 2. График квадратного трехчлена
Функцию

у = ах2 + Ьх + с, (11)
где а, Ь, с—действительные числа, причем а=Л0, будем 
называть квадратичной функцией. Хотя значение у по 
формуле (11) может быть вычислено для любых комп
лексных значений X, мы будем в дальнейшем рассматри
вать эту функцию лишь для действительных значений 
аргумента х. В формуле (11) х может принимать любое 
действительное значение. Иными словами, область оп
ределения квадратичной функции (11) есть все мно
жество действительных чисел.

Для изучения функции (11) и построения ее графика 
снова применим к выражению ax2-j-bx + c прием выделе
ния полного квадрата:

. ^=a(x+è)3—è- <12)

Для сокращения записи введем следующие обозначения:
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Тогда формула (12) примет вид

у = а(х—т)й + 1. (14)
Ниже будет показано, как получить график функции (11). 
Именно, мы сначала рассмотрим график более простои 
функции

у = ах2, (15)

а потом покажем, что график функции (11) может быть 
получен сдвигом графика функции (15).

График функции у = х2. Рассмотрим сначала функ
цию (15) при а= 1, т. е. функцию

J/ = .V'2. (16)

Эта функция при Есех действительных значениях х 
принимает неотрицательные значения. При х = 0 она 

имеет наименьшее значение, рав
ное нулю.

Кроме .того, при -V > 0 функ
ция у = х2—возрастающая (больше
му значению аргумента х соответ
ствует большее значение функции). 
В самом деле, если 0 < х, < х2, 
то х2— л'і > 0, х2 Xj > 0, и пото
му число (х2—х,) (х2 4-xJ, как 
произведение положительных чи
сел, положительно, T. е. X¡ — X, > О, 
или X2 < XJ.

Наконец, каждой паре значе
ний аргумента, равных по абсо

лютной величине и противоположных по знаку, со
ответствуют равные значения функции у = х2, так как 
(—х0)2 = Х5. Иначе говоря, функция у — х2 является чет
ной. Это означает, что график ее симметричен относи
тельно оси ординат. Поэтому для построения графика 
функции у = х2 достаточно построить ту часть графика, 
которая соответствует положительным значениям х, а затем 
эту часть графика симметрично отразить относительно оси 
ординат.

На рис. 27 изображен график функции у = х2 (точка A' 
симметрична точке А относительно оси Оу). Этот график 
носит название параболы. Ось ординат является осью
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симметрии параболы. Точка пересечения параболы с ее 
осью симметрии называется вершиной параболы. Таким 
образом, точка О (начало координат) — вершина парабо
лы у = х~.

График функции у = ах2. Рассмотрим теперь способ 
получения графика функции у = ах- при произвольном 
а=И=0. При этом мы отдельно исследуем случаи а> 1, 
О < а < 1, а < 0.

а) Случай а > 1. При одном и том же значении х 
значение функции у —ах2 в а раз больше, чем значение 
функции у==х". Сле
довательно, течка 
графика функции 
у = ах1 получается 
из соответствующей 
точки графика функ
ции у — х2 растя- 
ж е и и е м ординаты 
в а раз и, следова
тельно, расположена 
выше, чем соответст
вующая точка графи
ка функции у = х2.
Таким образом, гра
фик функции у — ах'2 
при а > 1 получается 
растяжением есєх ор
динат графика функ
ции у = х2 в а раз и потому расположен выше гра
фика функции у = х2 (имея с ним единственную об
щую точку — начало координат). Можно сказать, что 
парабола у = ах2 при а > 1 является «более узкой», чем 
парабола у = х2 (см. график функции í/ = 2%2 на рис. 28).

б) Случай 0 < а < 1. В этом случае точки графика 
функции у = ахг получаются из соответствующих точек 
графика функции у = х2 сжатием ординат в раз. Так как
-^-> 1, то точки графика функции у = ах2 при 0<а< 1
расположены ниже соответствующих точек графика функ
ции у = х\ так что парабола у —ах2 при 0<а<1 
является «более широкой», чем парабола у = х2 ^см. гра

фик функции i/ = ÿx2 на рис. 28 Y На рис. 28 изображены
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графики функций
z/ = x2, у = ^х2 и г/ = 2х2.

При этом (для любой точки М оси абсцисс) 

• ММх=^ММг, ММ3 = 2ММ2.

в) Случай а <-0. 
график функции у=—ах 
нивая графики функций 
и том же значении х, мы 
по абсолютной величине 
Следовательно, 
фику функции

случае —а > 0, и потому 
мы уже строить умеем. Срав- 

у = ах2 и у — — ах2 при одном 
видим, что их ординаты равны 
и противоположны по знаку, 

график функции у = ах2 симметричен гра-

В этом „2

—ах2У = относительно оси Ох (рис. 29). 
На рис. 29 MM2 = MMl 
(для любой точки М оси 
абсцисс).

Сравнивая все разоб
ранные выше случаи, мы 
приходим к выводу, что 
знак коэффициента а оп
ределяет направление вет
вей параболы у = ах2: при 
а > 0 ветви параболы у — 
— ах2 направлены вверх, 
при а < 0—вниз.

График функции у = 
= а(х — т)2'. Для боль
шей наглядности рассмот
рим сначала пример у = 
= 2(х-(-2)2. Сравним функ
цию у = 2(х + 2)2 с функ

цией у = 2х2. При х = х„ функция у = 2х2 принимает зна
чение 2х„. Такое же значение функция t/ = 2(x + 2)2 
примет при х = х0—2. Значит, для получения одинако
вых значений функций у — 2х2 и г/ = 2(х + 2)2 нужно 
придать аргументу функции у = 2(х + 2)2 значение на 
две единицы меньшее, чем аргументу функции у — 2х2. 
Следовательно, график функции у = 2(х + 2)2 можно по
лучить из графика функции у = 2х2 сдвигом графика функ
ции у = 2х2 на две единицы в л е во вдоль оси Ох (рис. 30). 
Вершина Л, параболы z/ = 2(x + 2)2 находится на оси Ох 
и имеет абсциссу, равную —2.

126



Аналогично, график функции z/ = 2(x—2)2 получается 
из графика функции у — 2х2 сдвигом в п р а в о на две еди
ницы (рис. 31), так что вершина А2 параболы г/ = 2(х~2)2 
имеет координаты Аа(2, 0).

В общем случае для построения графика функции 
у = а(х—tri)2 нужно перенести график функции у = ах2 
вдоль .оси абсцисс вправо на т единиц, если т > 0, 
и влево на I т.\ единиц, если т < 0. При этом вершина А 
параболы у — а(х—т)2 имеет координаты А (т, 0).

График функции у=а(х— т)2-^-1. Сравним значе
ния функций у = а (х—/п)2 + / и у = а(х—т)2. Если I > 0, 
то при одном и том же X значение функции у = а (х—т)2+ 
+ / на I единиц больше, чем значение функции у = 
= а(х—tri)2. При I < 0 функция у = а (х—т)2 +1 принимает 
при одном и том же X значение на | Z| единиц меньше, 
чем функция у = а(х—т)2. Следовательно, для получения 
графика функцииу = а(х—т)2 + 1 нужно сдвинуть график 
функции у = а(х—т}2 вдоль оси ординат на I единиц 
вверх при I > 0 и на 111 единиц вниз при I < 0.

На рис. 32 в качестве примера приведены графики 
функций

у = 2\х + I)8,
У~ 2 (х+ 1)2 + 3„ 
у = 2(х+1)2—3.

Вершины соответствующих парабол имеют координаты 
Л( —1,0), Л(-1,3), Л3(—1, —3).
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Подведем итоги. На осі-юве изложенного выше можно 
утверждать, что

1) функцию у — ах2 + Ьх + с можно записать в виде

у = а(х—т)2 + 1,
где

2) для построения графика функции у — а(х—т)2 -I-1 
надо сдвинуть график функции у = ах2 вдоль оси абсцисс 

на отрезок т, а затем сдвинуть 
вдоль оси ординат на отрезок /; 
следовательно, графиком функ
ции у=ах2-\-Ьх+с является такая 
же парабола, как у = ах2, но 
сдвинутая так, что ее вершина 
находится в точке А (zn, /), где 

ь , D
т = 1 = ~^'

3) коэффициент а влияет на
форму графика у = ах2'. чем боль
ше I а |, тем «уже» парабола; знак 
числа а определяет направление 
ветвей параболы.

Результаты этого параграфа 
мы сформулируем в виде следую
щей теоремы. '

Теорема 3. Точка

А 2а
Е>_
4а

где D=b2—4ас, принадлежит
графику квадратичной функции 
у = ax2+ôx + c; она называется 
вершиной параболы, служащей гра

фиком этой функции. Указанный график получается 
из графика функции у = ах2 сдвигом вершины. 0(0,0) 
в точку А (т. е. сдвигом графика функции у = ах2 на

Dвдоль оси абсцисс и на Т-т 2а ~ 4д вдоль оси орди
нат). Прямая, проходящая через вершину А параллельно 
оси ординат, является осью симметрии параболы у— ах2 -J-
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Ң-tx + c. Наконец, если q — прямая, проходящая через вер
шину А параллельно оси абсцисс, то при û >■ 0 весь гра
фик функции у = ах2 А-Ьх А-с (кроме вершины) лежит выше 
прямой q, а при а<0—ниже этой прямой.

Для получения графика функции у = ах2-\-Ьх-\-сйіожмо 
действовать по следующему плану.

а) Преобразовать квадратичную функцию í/ = ax2 + 
4-ôx + c к виду у — а(х— пг)2А~1 и найти отсюда коорди
наты (т, I) вершины А (формулы (13), по которым опре
деляются координаты вершины А, запоминать нет необ
ходимости).

б) Найти точки пересечения параболы с координатными
осями. Ясно, что парабола у = ах2А-ЬхА-с пересекает 
ось Оу в точке В (0, с). Ось Ох парабола пересекает в тех 
точках, в которых квадратный трехчлен ах2 + &%+с обра
щается в нуль; эти точки существуют лишь в случае, 
когда корни уравнения ах2 + Ьх + с = 0 действительны, 
т. е. при выполнении условия D = b2—4ас^0 (теорема 1). 
Итак, если П^О, то, определив корни xt и х2 уравне
ния ах2 + Ьх с = 0, найдем две точки 0) и А2(х2, 0)
пересечения параболы с осью Ох (при £> = 0 эти точки 
совпадают).

в) Зная вершину А(т,1) параболы у = ах2 + Ьх + с 
и точки пересечения параболы с осями координат, а также 
учитывая, что знак коэффициента а определяет направ
ление ветвей (вверх при а > 0, вниз при а < 0), можно 
нарисовать эскиз графика. Для более точного изображе
ния графика можно наметить еще несколько принадле
жащих ему точек.

Замечание. Координаты (т, I) вершины А можно 
искать и иначе, не приводя квадратный трехчлен ах2 + 
4-&Х + С к виду а(х—т)2 + 1. Именно, сравнивая фор
мулы (6) и (13), мы замечаем, что = Таким обра
зом, для нахождения вершины нужно вычислить корни 
квадратного уравнения ax2 + òx + c = 0, затем найти 
абсциссу вершины параболы по формуле /п = 51^Х2 и, нако
нец, определить ординату I вершины как значение ква
дратичной функции у = ах2А-ЬхА-с при х — пі. Такой 
метод иногда является более предпочтительным, поскольку 
корни квадратного трехчлена ах2-\-ЬхА-с понадобятся не 
только для нахождения вершины, но и для определения 
точек пересечения графика с осью абсцисс.
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Пример 3. Построить график функции z/=2%a-|-4%+3.
Решение. Имеем у = 2 (xa+2x-f-1) + 1 = 2 (% + 1)2+1. 

Отсюда видно, что вершиной является точка Л(—1, 1). 
Так как а —2 > 0, то ветви направлены вверх и, значит, 
с осью абсцисс график пересекаться не будет. Далее, 
точка пересечения графика с осью Оу имеет вид В (0, 3). 
График функции t/ = 2xaH-4x + 3 изображен на рис. 33.

Пример 4. Построить график функции у = %(4—х).
Решение. Корнями уравнения х (4—х) = 0 являются 

числа х1 = 0, х„ = 4. Это дает точки пересечения графика

і с осью абсцисс. Кроме того, абсцисса вершины (согласно 
замечанию на предыдущей странице) равна m = = 2.
Ордината I вершины равна значению функции при х — 
— т = 2, т. е. эта ордината равна Z = 2 (4 — 2) = 4. Ветви 
направлены вниз, так как а = —1 <0.

График функции г/ = х(4—х) изображен на рис. 34.

§ 3. Исследование квадратного трехчлена

Геометрическое исследование. Цель проводимого ниже 
исследования—выяснить, как располагается парабола 
у = ах2-[-Ьх + с относительно осц абсцисс в зависимости 
от знака дискриминанта D = b2—Ьас. (Напомним еще раз: 
мы всегда предполагаем, что а, Ь, с—действительные 
числа.) Рассмотрим три возможных случая: D < 0, D =0, 
D > 0.
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а) Случай D < 0. Так как I — D то при D < 04а ’
числитель —D положителен, и потому знак ординаты вер
шины совпадает со знаком числа а. Пусть сначала а > 0. 
Тогда (поскольку D < 0) I > 0, т. е. вершина параболы 
лежит выше оси абсцисс. Но при а > 0 ветви параболы 
направлены вверх. Значит, при D < 0 и а > 0 вся пара
бола лежит выше оси абсцисс. Точно так же, если D < 0 
и а < 0, то парабола располагается целиком ниже оси 
абсцисс. Итак, если D < 0, то парабола у = ах2 + Ьх + с 
не пересекает оси абсцисс, причем при а > 0 она лежит 
выше этой оси (рис. 35), а при а < 0—ниже ее (рис. 36)..

б) Случай £> = 0. В этом случае 7 = 0, т. е. вер
шина параболы у = ах2 + Ьх + с лежит на оси абсцисс. 
Расположение параболы относительно оси абсцисс в зави
симости от знака числа а показано на рис. 37 и 38.

в) Случай D > 0. Знак числа I = — -^- в этом слу
чае п р от и в о п о л о же н знаку числа а. Если а > 0, 
то Z < 0, т. е. вершина расположена ниже оси абсцисс, 
а ветви параболы направлены вверх (так как а > 0). 
Таким образом, если ¿>>0 и а > 0, то парабола пере
сечет ось абсцисс в двух точках Л1 и Л2 (рис. 39).

Случай а < 0 рассматривается аналогично (рис. 40).
Замечание. При D > 0 осью симметрии параболы 

является прямая, проходящая через середину Ао отрезка 
А2А2 параллельно оси ординат.

Алгебраическое исследование. Рассмотрим снова три 
случая: ¿><0, £> = 0, D > 0.

Теорема 4. Если D < 0, то при всех действитель
ных значениях X знак квадратного трехчлена у = ах2-\-Ьх-{-с 
совпадает со знаком числа а.

Доказательство. Воспользуемся формулой (12): 
г/= ах2 + 0% + с = а ( X +-¿-Y _.

Вынося в правой части последнего равенства число а за 
скобку, получаем

z/ = axa + ôx + c = a [(я+іУ + т^-] • (17)

Выражение, стоящее в квадратных скобках в формуле (17), 
положительно при любом значении X, так как 
(х + ^У^0> —П > 0, а2 > 0. Следовательно, при D <0
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знак квадратного трехчлена совпадает (при любом х) со 
знаком числа а (ср. рис. 35, 36).

Теорема 5. Если D — 0, то при всех действительных 
значениях X, кроме х = — ^,знак квадратного трехчлена

у^=ах- + Ьх + с совпадает со знаком числа а\ при х = —
трехчлен обращается в нуль.

Доказательство. Если D — Q, то (см. форму
лу (17)) получаем

У^а{Х + Та)2- <18)

Из формулы (18) следует, что при х= — квадратный 

трехчлен обращается в нуль. Если х =# — , то
(х + ^)2>0> и потому при х=£—^ знак трехчлена сов

падает со знаком числа а (ср. рис. 37, 38).
Теорема 6. Если £) > 0, то знак квадратного трех

члена у = ахг-\-Ьх-{-с совпадает со знаком числа а для 
всех X, лежащих вне отрезка [хп х2], где хх и х2—корни 
уравнения ах- + öx + c = 0; далее, знак квадратного трех
члена противоположен знаку числа а для всех х, лежащих 
внутри этого .отрезка (т. е. для всех х, заключенных 
между корнями трехчлена: х±<х<^хг); наконец, при 
х = хг и х = х2 трехчлен обращается в нуль.

Доказательство. Используем разложение (7) квад
ратного трехчлена на множители:

у = ах- + Ьх + с == а (х—ху) (х—х2). (19)
Так как D > 0, то корни х1 и х2 действительны и раз
личны (теорема 1). Пусть для определенности хг < х2. 
Если X < Xj, то подавно х < х2, и потому х—х1 < О, 
X—х2 < 0; следовательно, (х—xj (х—х2) > 0. Из форму
лы (19) вытекает тогда, что при х < xt знак трехчлена 
совпадает со знаком числа а. Аналогично устанавливается, 
что при X > х2 знак трехчлена также совпадает со знаком 
числа а. Далее, если хх < х < х2, то х—хг > 0, а х—х2<0, 
откуда получаем, что (х—xj (х—х2) < 0. Следовательно, 
если х, < X < х2, то знак квадратного трехчлена проти
воположен знаку числа а. Наконец, при х = хх и х = х2 
имеем z/ = 0.

Результат исследования квадратного -трехчлена можно 
сформулировать в следующем удобном для запоминания
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виде: трехчлен ахг + Ьх-\-с при всех х сохраняет знак 
коэффициента а, за исключением лишь случая, когда его 
корни хг и ха действительны (D 0) и число х удовлет
воряет неравенствам х1^х^ха.

Замечание. Пусть D > 0. Отметим на числовой оси 
корни xt и ха квадратного трехчлена (пусть для опреде
ленности Xj < ха). Для всех X из бесконечного интервала 
(—оо, XJ (отмеченного на рис. 41 цифрой /) разность 
X—хх отрицательна, а для всех х, больших х1( эта раз
ность положительна. Таким образом, разность х—хг 
в точке хг меняет знак. Точно так же разность х—ха 
меняет знак в точке ха. Значит, при движении по числовой

I Я Я
.......... У...... ... ■ —

»Cf
Рис. 41.

оси слева направо—от меньших значений к большим—■ 
произведение (х—xj (х—ха) меняет знак в точках xt и х2, 
и только в этих точках. Следовательно, знаки произве
дения (х—Xj) (х—ха) на интервалах І, II, III (рис. 41) 
чередуются. Так как квадратный трехчлен отличается от 
произведения (х—xj (х—ха) лишь постоянным отличным 
от нуля множителем а (см. (19)), то и знаки, которые 
принимает трехчлен на отмеченных интервалах, череду
ются. Достаточно поэтому определить знак трехчлена на 
каком-либо одном из интервалов І, II, III.

Пример 5. Доказать, что квадратный трехчлен у= 
= ах2 + Ьх + с принимает положительные значения при 
всех действительных значениях X тогда и только тогда, 
когда D < 0 и а > 0.

Доказательство. Достаточность следует из тео
ремы 4. В самом деле, если D < 0, то, по теореме 4, знак 
квадратного трехчлена совпадает со знаком числа а, 
и, следовательно, при а > 0 трехчлен принимает поло
жительные значения при всех действительных значе
ниях X.

Докажем необходимость, т. е. покажем, что если трех
член принимает при всех действительных х положитель
ные значения, то D < 0 и а > 0. Допустим, что условие 
D < 0 не выполняется, т. e. D^O. Тогда, по теореме 1, 
трехчлен имеет действительные корни хх и х„ (возможно,
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совпадающие) и, следовательно, обращается в нуль при 
х = и х = х2, что противоречит условию его положи
тельности. Итак, jD.<0. Согласно теореме 4 находим 
теперь, что а > 0.

§ 4. Квадратные неравенства

Неравенство вида
ax2 + öx + c>0, (20)

где а, Ь, с—действительные числа, а=/=0, будем называть 
квадратным неравенством.

Если вместо X в левую часть неравенства (20) под
ставить некоторое действительное число х0, то получим 
числовое неравенство ax¡¡ + óx0 + c> 0, которое при одних 
значениях х„ может оказаться верным, а при других — 
неверным.

Иначе говоря, неравенство (20) можно рассматривать 
как неопределенное высказывание, которое для одних 
значений X является истинным, а для других—ложным. 
Число х0 назовем решением неравенства (20), если при 
подстановке вместо х числа х0 получается верное число
вое неравенство axj + ôx0 + c>0, т. е. если квадратный 
трехчлен ax2 + ôx + c при х = х0 принимает положи
тельное значение.

Решить неравенство (20) — значит найти все решения 
этого неравенства. ѵ

Если использовать график функции 

у = ахг + Ьх + с,
то решение неравенства (20) сводится к отысканию всех 
тех значений х, для которых точки графика функции у = 
= ах2+Ьх + с лежат выше оси абсцисс.

Наряду с неравенствами вида (20) можно рассматри
вать, например, такие неравенства:

ах2 + Ьх + с<0, (21)
ах2 -\-bx + c^¡ 0, (22)
ах2 + Ьх + с^0, (23)

ûæx2 + Ь-рс + > агхг + Ь2х + с2. (24)
Эти неравенства мы также будем называть квадратными 
(если в (24) а1 = а2, то это неравенство становится ли
нейным).
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Введем следующее определение. Два квадратных не
равенства будем называть равносильными, если эти нера
венства имеют одни и те же решения, т. е. если всякое 
решение первого неравенства является решением второго 
и, обратно, всякое решение второго неравенства является 
решением первого.

Из этого определения следует, что
а) неравенство ах1 + Ьх + с <0 равносильно неравен

ству — ах2—Ьх—с > 0 ;
б) неравенство а^х3 Ь^х + с2 > аах2 -|- Ь2х + с2 равно

сильно 'неравенству —а2)х3 + (Ь1—Ь2)х + Сі—с2 > 0
(при любых действительных alt а2, blt Ь2, сп са).

Докажем, например, первое из этих утверждений.
Пусть х„— решение неравенства ах3 + Ьх-іс < 0; тогда 

axs + Ьх0 + с < 0—верное числовое неравенство. Умножив 
обе части этого неравенства на —1, в силу свойств не
равенств получаем —ахо—Ьх0—с > 0, откуда видно, что 
х0—решение неравенства —ах3—Ьх—с > 0.

Обратно, если xt—решение неравенства —ах2—Ьх — 
— с > 0, то —ах?—bxt—с>0 — верное числовое нера
венство, откуда находим axj + bxj + c < 0, т. e. xt — реше
ние неравенства ах2 -j-bx + c < 0.

Перейдем к нахождению решений квадратных нера
венств. Мы ограничимся рассмотрением строгих нера
венств, т. е. неравенств, содержащих знаки > или <. 
Такими являются неравенства (20), (21), (24). В отличие 
от строгих неравенства вида (22), (23) называют
нестрогими.

Заметим, что всякое строгое квадратное неравенство 
можно привести к одному из следующих видов:

а) ах2Ьх + с > 0 при а > 0; (25)
б) ах2 + Ьх + с < 0 при а > 0. (26)
Действительно, если а < 0, то неравенство ах3 + Ьх+ 

4- с > 0, по доказанному выше, равносильно неравенству 
a^ + bpc+Cj < 0, гдеа! = — а, Ь2=--— Ь, с1 — — с, причем 
а1 > 0 (т. е. равносильно неравенству вида (26)). Анало
гично, при а<0 неравенство ах2 + Ьх + с < 0 умноже
нием на —1 сводится к равносильному неравенству ви
да (25).

Итак, рассмотрим неравенства (25)'и (26), в которых 
a > 0.

Проведенное в § 3 исследование квадратного трех
члена позволяет утверждать, что
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1) если D < 0, то неравенство (25) имеет место при 
всех действительных X, а неравенство (26) не имеет ре
шений (см. рис. 35, 36);

2) если D — Q, то неравенство (25) имеет место при 
всех х, кроме X — — а неравенство (26) не имеет ре
шений (см. рис. 37, 38);

3) если І) > 0, то неравенство (25) (см. рис. 39) вы
полняется при X < хт и X > х2 (т. е. вне отрезка [ХрХ,], 
где xt < хг—корни трехчлена), а неравенство (26) выпол
няется при хг < X < х2 (т. е. на интервале (хп х2)).

Итак, при а>0 неравенство ах2 + Ьх + с > 0 выпол
няется всегда, кроме случая, когда D>0 и x^x^Xj, 
а неравенство ах2 + Ьх + с < 0 при а > 0 имеет место лишь 
тогда, когда D>0 и хг < х < х„.

Пример 6. Решить неравенство х2—5х + 6 > 0.
’ Решение. Имеем D = “ 

ние X2—5х+6=0, находим 
его корни: xt = 2, х2 = 3.
Так как а=1 >0, то не
равенство имеет место при 
X < 2 и X > 3.

Этот же результат мож
но получить, используя 
замечание к теореме 6, из 
разложения X2 — 5х +6=
= (х—2) (х—3).

Наконец, решение нера
венства можно найти графи
чески: график функции у =
=х2—5х + 6 (рис. 42) пере
секает ось Ох в точках
хх = 2 и х2 = 3 и расположен выше оси Ох при х < 2 и х > 3.

Пример 7. Решить неравенство 6х—9 < х2.
Решение. Неравенство равносильно следующему: 

X2—6х + 9>0 или (х—З)2 > 0; оно выполняется при 
всех X, кроме х = 3.

Пр имер 8. Решить неравенство 2х2 + 4х + 3 <0.
Решение. Так как D = 16—24 < 0 и а = 2>0, то 

данное неравенство не имеет решений.
Пр имер 9. Решить неравенство х2^4х—4.
Решение. Неравенство равносильно следующему: 

X2 — 4х+4^0 или (х—2)2^0; оно имеет место лишь 
при х = 2.

2—6-4= 1 > 0. Решив уравне-
У
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§ 5. Наибольшее и наименьшее значение квадратного 
трехчлена

Теорема 7. Если а > 0, то квадратный трехчлен 
y = ax2 + bx-\-c при х = — имеет наименьшее значение, 

равное ■—~ (где D — b2—4ас). Если а < 0, то квадрат

ный трехчлен имеет при х = — наибольшее значение,
Dравное —.

Доказательство. Пусть сначала а>0. Тогда в фор
муле (12) первое слагаемое неотрицательно, т. е. 

+ Поэтому при любом действгітельном х зна

чение у не может быть меньшим, чем —. При х =—

функция (12) принимает значение í/min =— которое
является наименьшим среди значений, принимаемых 
функцией на всей числовой оси.

Этот факт можно также объяснить, используя график 
функции у = ах2 -\-bx-\-c. При а>0 ветви параболы на
правлены вверх, самая нижняя точка графика—ее вер
шина (рис. 35, 37, 39). Очевидно, ордината вершины и 
есть наименьшее значение квадратного трехчлена, т. е. 
1= — -у- = ÿmin> и это значение трехчлен принимает при

Заметим, что при а > 0 квадратный трехчлен не имеет 
наибольшего значения.

Пусть теперь а < 0. Рассуждая аналогично, найдем, 
что при я < 0 квадратный трехчлен имеет наиболь- 
шее значение утзх—1 = —и это значение он прини

мает при X — — (рис. 36, 38, 40).
Пример 10. Данное положительное число М пред

ставить в виде суммы двух слагаемых так, чтобы их 
произведение было наибольшим.

Решение. Обозначим одно из слагаемых через х; 
тогда другое слагаемое равно М — х.

Нам нужно найти наибольшее значение произведения 
х(М—х). Рассмотрим квадратный трехчлен у=х(М—х)=
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= —х2 + Мх. Коэффициент при х2 этого трехчлена отрица
телен (равен '—1); следовательно, при * = ■—=— ~ô.— 

— трехчлен принимает наибольшее значение (теоре
ма 7). Так как х = -^~, то М—х = -^~. Итак, произве

дение двух чисел, сумма которых равна данному поло
жительному числу, является наибольшим, если эти числа 
равны между собой.

Задачи к главе V

5.1. Квадратный трехчлен ax2 + ôx + c при х=1; 2; 3 
принимает значения, соответственно равные 0; 1; 4. Най
дите значение этого трехчлена при х= 11.

В задачах 5.2—5.4 коэффициенты р и q могут быть 
как действительными, так и комплексными.

5.2. Корни квадратного уравнения х2 + рх + q = 0 не 
являются действительными и не являются комплексно 
сопряженными. Что можно сказать о коэффициентах этого 
уравнения?

5.3. Может ли один из корней уравнения x2-srpx-\-q=Q 
быть действительным, а другой—не действительным (т. е. 
комплексным числом с отличной от нуля мнимой частью)?

5.4. Один из корней уравнения х2 + рх + q = 0 равен 
1 +/. Что можно сказать о другом корне этого уравнения?

5.5. Докажите, что если один из корней квадратного 
трехчлена (с действительными коэффициентами) является 
действительным числом, то и второй корень трехчлена 
действителен и при этом выполняется неравенство 
D^Q.

5.6. Докажите, что если один из корней квадратного 
трехчлена (с действительными коэффициентами) не является 
действительным числом, то и второй корень не является 
действительным и при этрм D < 0.

5.7. Может ли уравнение x2 + px + ç = 0, где р и q — 
рациональные числа, иметь следующие корни:
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5.8. Известно, что сумма корней квадратного трех
члена является действительным числом. Можно ли отсюда 
заключить, что все коэффициенты трехчлена действи
тельны?

5.9. Известно, что сумма и произведение корней квад
ратного трехчлена являются действительными числами. 
Можно ли отсюда заключить, что все коэффициенты трех
члена действительны?

5.10. Известно, что сумма корней квадратного трех
члена и произведение его корней являются действитель
ными числами и, кроме того, один из коэффициентов 
трехчлена действителен. Вытекает ли отсюда, что и два 
других коэффициента трехчлена действительны?

5.11. Докажите, что первое основное утверждение тео
ремы 1 о корнях квадратного трехчлена можно высказать 
в виде теоремьі

Л V С,
где А, В, С—следующие неопределенные высказывания: 
А s={ax2 + bx + c = 0}, ß = {x = x1), С = {х — хг}, а числа

х2 определяются формулами (5).
5.12. Корни уравнения Xі—4гх + 7г2 = 0 таковы, что 

х2 + х| = 2: Найдите г. '

140



5.13. Пусть x1 и х2—корни уравнения ах2 + 6х+с = О, 
я=#0. Не решая этого уравнения, выразите через а, b и с 
следующие суммы:

1. xî + x*.
2. х» + х».

5.14. Пусть xt и х2 —корни уравнения х3+/?х + <7 = 0. 
Найдите р и q, если известно, что Xj +1 и х2+ 1 являются 
корнями уравнения Xs—p2x-\-pq = 0.

5.15. Не находя корней ху и х2 уравнения Зх2—5х + 
+ 6 = 0, вычислите сумму xjx2 + x£xj.

5.16. Составьте квадратное уравнение, имеющее корни 
xf3 и ху3, где Ху и х2—корни уравнения х2—8х + 2 = 0.

5.17. Постройте графики следующих функций:
а) у = 4—X2; в) £/ = — х3 + 2х— 1;
б) í/ = x2 —Зх + 2; г) у=х2—2х + 2.

5.18. Определите знаки чисел а, Ь; с, исходя из рас
положения параболы у = ах2 + Ьх + с относительно коор
динатных осей в каждом из случаев, показанных на 
рис. 43.

5.19. Докажите, что если а >0, то функция у = ах2 +
+ &Х + С является возрастающей при х>—. Иначе 
говоря, для любых хх и х2, удовлетворяющих условию 
— < Xj < х2, имеет место неравенство ях2 + £>х1 + с<
< ах% + Ьх2 + с.

5.20. Даны три различные точки А, В, С: две из них 
лежат на оси абсцисс, третья — на оси ординат, причем 
ни одна из точек не совпадает с началом координат. 
Существует ли квадратный 'Трехчлен, график которого 
проходит через эти три точки? Единственный ли такой 
трехчлен можно подобрать?

Решите задачу в следующих случаях:
1. Л (—1, 0),
2. Л (3, 0),
3. Л (—5, 0),

В (2, 0),
В (1, 0), 
Д(-1, 0)

С(0, -4). 
С(0, 3). 
С(0, —5).

5.21. Даны две точки А и В, причем отрезок АВ не 
параллелен ни одной из осей координат. Существует ли 
квадратный трехчлен, график которого имеет вершину 
в точке А и проходит через точку В? Единственный ли
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такой трехчлен можно подобрать? Решите задачу в сле
дующих случаях:

1. Л(0, 1), ß(l, 3).
2. Л (3, 1), В (5, —3).
3. Л (2, 4), В (О, 0).

5.22. Решите следующие неравенства:

1. х(4—х)<0. 4. х2^Х2х—1.
2. Xа < X—1. 5. 4х2> 4х—1.
3. ха + 3х—4 <0.

5.23. Решите следующие неравенства:

1. 4х-
-х+1 2. х2 — Зх+4 

1-х2 >0.

5.24. При каких г сумма квадратов корней уравнения 
X2 — гх + г—3 = 0 является наименьшей?

5.25. Квадратный трехчлен у = ах2Ьх + с при х=1 
принимает наибольшее значение, равное 3, априх = —1 
обращается в нуль. Какое значение он примет при х= 5?

5.26. Пусть а, Ь, с, d—действительные числа, а2 + 
+ с2=/=0. При каком значении х функция у — (ах + Ь)2 + 
+ (cx + d)2 принимает наименьшее значение? Найдите это 
наименьшее значение.

5.27. При каких значениях г уравнение ха + (4+2г)х + 
4-5 + 4г = 0 имеет: 1) равные корни? 2) корни, равные 
по абсолютной величине, но противоположные по знаку?

5.28. Найдите необходимое и достаточное условие того, 
что корни квадратного трехчлена ax2+bx+c (а, Ь, с дей
ствительны, а=#0) действительны и имеют: 1) одинаковые 
знаки; 2) противоположные знаки.

5.29. Найдите все действительные значения г, при 
которых корни уравнения х2 — 2 (г—l)x + 2r-|-1 =0 дей
ствительны, и исследуйте их знаки в зависимости от г.

5.30. Докажите, что квадратный трехчлен ах2 + í>x + с 
имеет один и тот же знак при всех действительных X 
тогда и только тогда, когда D = b2 — 4ас < 0.

5.31. Докажите, что квадратный трехчлен ах2 + &х + с 
отрицателен при всех действительных X в том и только 
в том случае, если D < 0, а < 0.

5.32. Найдите все значения г, при которых квадрат
ный трехчлен х2 + 2гх+1 положителен при всех дейст
вительных значениях X.

142



5.33. Докажите, что корни уравнения x2+px + q = 0 
(р и q—действительные числа) отрицательны тогда и 
только тогда, когда ра—4ç>0, р > 0, <7 > 0.

5.34. Найдите все значения г, при которых корни 
уравнения (г—1)ха—2гх + г + 3 = 0 положительны.

5.35. Найдите все действительные значения г, при 
которых функция г/ = (г2—l)x2,+ 2(r—1)х + 2 принимает 
положительные значения при всех действительных X.

5.36. Найдите все действительные значения г, при 
которых квадратный трехчлен у = гх2 + 2 (г -j-2)x + 2r + 4 
принимает отрицательные значения при всех действитель
ных X.
' 5.37. Найдите необходимое и достаточное условие того,

что корни х± и ха уравнения х2 + рх + q = 0 действительны 
и удовлетворяют неравенствам а < хг < ß, а < ха < ß.

5.38. Найдите все действительные значения г, при 
которых корни уравнения 2гх2—(г-)- 1)х + 1 =0 действи
тельны и оба по абсолютной величине меньше единицы.

5.39. Пусть коэффициенты уравнений х2 + рхх + qt = 0 
и X2 + p2x4-q2 — 0 действительны и связаны соотношением 
p1p¡t = 2(q1-i-q2). Докажите, что по крайней мере одно из 
этих уравнений имеет действительные корни.

5.40. Найдите наибольшее и наименьшее значения 
функции

ц —-л- л1 : если —1<х<1.
и х2+х+1 ’

5.41. Найдите наибольшее и наименьшее значения 
функции

у = х4 + Зх2-)-2, если —2^х^3.
5.42. Найдите наибольшее и. наименьшее значения 

функции
у — sin2 X + sin X +1.
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ГЛ AB A VI
МНОГОЧЛЕНЫ И АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

1. Многочлен и его значения

Многочленом от х называется выражение вида
аохп + а1хп~1 +а2х"-2 + ... +а„_2хг +a„_lx + a„. (1)

Здесь а0, alt ..., а„ — некоторые числа, называемые коэф
фициентами многочлена, а х—символ, вместо которого 
мы можем подставить любое числовое значение.

Можно рассматривать многочлены как с действитель
ными, так и с комплексными коэффициентами. Но мы 
в дальнейшем будем рассматривать только многочлены 
с действительными коэффициентами (а чаще всего коэф
фициентами будут целые или рациональные числа). Напро
тив, вместо X мы будем часто подставлять не только дей
ствительные, но и комплексные числовые значения.

Пусть с—некоторое число (действительное или ком
плексное). ЗначениемГ многочлена (1) при х = с называется 
число, которое получится, если в (1) вместо X подставить 
число с и произвести указанные действия. Например, 
многочлен

л-3—2%2-|-3%—5 (2)

принимает при х = 2 значение
23—2-22-)-3-2 —5= 1;

значение многочлена (2) при х= 1—К2 равно 

(1— /2)3 — 2(1— /2)2 + 3(1— /2) — 5 = — 1 — 4/2,

а его значение при х = 2 + і равно
(2 + і)3—2(2 + і)2 + 3(2 + і) — 5 = — 3 + 6і.

Часто для сокращения записи используют функцио
нальную символику для обозначения многочленов. Ус-
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ловимся, например, обозначать многочлен (1) символом 
/(%):

f W = 44" + a^-1 -I- ... + «„_!>-•-I- a„.
Тогда значение этого многочлена при х — с обознача
ется через f (с):

/ (с) = аосп .}. а1сп~1+...+ а„_,с + ап.
Так, если через ф (х) обозначить многочлен (2), т. е. 
Ф (х) = Xя — 2х2 4- Зх— 5, то

Ф(2)=1, ф(1 — |/2) =— 1—4/2, ф(2 + і) = — 3 + 6/.

Коэффициент а„ в выражении (1) называется свободным 
членом этого многочлена. Очевидно, что при х = 0 мно
гочлен (1) принимает значение ап. Таким образом, зна
чение произвольного многочлена при x — Q равно свободному 
члену этого многочлена.

Далее, при х=1 многочлен (1) принимает значение 
°o + ßi + • • • +°п-і + ап- Таким образом, значение произ
вольного многочлена при х ;= 1 равно сумме всех коэффи
циентов этого многочлена.

Эти два простые замечания часто используются при 
решении задач.

Обычно «многочленами» называют не только выраже
ния вида (1), но и выражения, приводимые к этому ви
ду с помощью тождественных преобразований: раскры
тия скобок, приведения подобных членов, перестановки 
слагаемых. В частности, если какой-либо из коэффициен
тов в (1) обращается в нуль, то соответствующее слага
емое в записи многочлена просто пропускают. Напри
мер, многочлен

0-х4 + 2х3 Ң-0-х2 + х + 5
записывают просто в виде

2х3 + х + 5. (3)

Далее, в записи многочлена (1) .все слагаемые располо
жены по убывающим степеням буквы х. Однако, если 
слагаемые расположены в ином порядке, мы тоже назы
ваем их сумму многочленом. Например,

х+1—X3—X4 (4)
есть многочлен: переставляя слагаемые, мы можем 
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записать это выражение в виде (1):
(— 1) х4 + (— 1) х3 + 0-ха + 1 -х + 1.

Наконец, в тех случаях, когда для приведения к виду (1) 
нужно в выражении раскрыть скобки и произвести при
ведение подобных членов, мы также называем это выра
жение «многочленом». Например,

1 + (ха + 2)(ха-х+1) (5)

есть многочлен: раскрывая скобки и производя приведе
ние подобных членов, мы легко приведем его к виду

X4—х3 + Зха—2х 3.

Таким образом, называя выражения (3), (4), (5) и 
аналогичные им «многочленами», мы подразумеваем, что 
их можно, пользуясь законами сложения и умножения 
(стр. 58), привести к виду (1). Такого расширенного по
нимания термина «многочлен» мы и будем придержи
ваться в дальнейшем.

Если в многочлене, записанном в виде (1), коэффи
циент а0 при X“ отличен от нуля, то слагаемое аохп на
зывается старшим членом, коэффициент а0 называется 
старшим коэффициентом, а сам многочлен называется 
многочленом п-й степени. Если же а„ = 0, то слагаемое 
аохп можно отбросить, и многочлен запишется в виде 
ajX"-1-!- ... +а„_1х-\-ап. Если теперь а^О, то рассмат
риваемый многочлен имеет степень п—1. Если же и 
а! = 0, то слагаемое ^х"-1 также можно отбросить и т. д. 
Таким образом, мы всегда можем считать (отбросив сто
ящие в начале нулевые слагаемые, если они есть), что в 
записи (1) коэффициент а0 отличен от нуля. Исключение 
составляет лишь случай, когда все коэффициенты много
члена (1) обращаются в нуль. В этом случае многочлен 
называется нулевым многочленом (или нулем) и обозна
чается символом 0.

Итак, всякий отличный от нуля многочлен можно за
писать в виде (1), где ао=т^О, а п—некоторое неотрица
тельное целое число. Такую запись называют каноничес
кой записью1) многочлена n-й степени.

1) Канон — закон; поэтому «каноническая запись» означает: уза
коненная, общепринятая запись.
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Пр и мер 1. Найти сумму коэффициентов многочлена, 
получающегося из многочлена

1 + (ха—6х + 5) (Xі + Зх4—2х3 + х2—X—7)3 +
+ (ха—Зх + 1)а* (х8 + 5х + 7)

приведением к каноническому виду.
Решение. Обозначим данный многочлен через /(х). 

Для того чтобы определить сумму коэффициентов этого 
многочлена, вовсе не нужно приводить его к канони
ческому виду, т. е. раскрывать скобки, приводить подоб
ные члены и складывать коэффициенты получающегося 
многочлена. В самом деле, искомая сумма коэффициентов 
равна /(1). Полагая х=1, легко находим

/(1) = 1 + 0-(...) + (—1)2В-13 = 1 — 13= —12.
Таким образом, искомая сумма коэффициентов равна—12.

Два многочлена считаются равными, если их канони
ческая запись одинакова, т. е. коэффициенты этих мно
гочленов соответственно равны. Иными словами, если

Р (х) = аохп + axx"-1 + ... + а„,
Q (х) = Ьахт + bjX“-1 + ... + Ьт

— два многочлена в канонической записи, то, по опре
делению, равенство P(x)=Q(x) имеет место в том и 
только в том случае, если т = п и коэффициенты много
членов соответственно равны, т. е. aa = ba, a1 = b1 и т. д.

Из этого определения вытекает, что если Р (х) и Q (х) — 
равные многочлены (т. е. многочлены, имеющие одинако
вую каноническую запись), то для любого числа с зна
чения этих многочленов при х — с совпадают.

Теорема, обратная этой (а также противоположная 
теорема и теорема, противоположная обратной), также 
справедлива. Таким образом, имеют место следующие 
четыре теоремы:

Теорема 1. Если P(x) = Q(x), то для любого числа 
с справедливо равенство Р (с) = Q (с).

Теорема 2. Если для любого числа с справедливо ра
венство Р (с) = Q (с), то P (х) = Q (х).

Теорема 3. Если Р (x)^¿=Q(x), то существует та
кое число с, что Р (с)У= Q (с).

Теорема 4. Если существует такое число с, что 
Р (с) =# Q (с), то P(x)=/= Q (х).

Теорема 1 (а значит, и эквивалентная ей теорема 4) 
очевидна: если два многочлена равны (т. е. тождественными
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преобразованиями приводятся к одному и тому же ка
ноническому виду), то при подстановке х = с они прини
мают одинаковые числовые значения. Напротив, теорема 
2 (и эквивалентная ей теорема 3) вовсе не очевидна: в 
ней утверждается, что если два многочлена Р (х) и Q (х) 
принимают при любом с одинаковые значения (т. е. 
P (c) = Q(c)), то (при приведении к каноническому виду) 
эти многочлены имеют одинаковые коэффициенты. Дока
зательство теоремы 2 будет приведено в конце главы.

Рассмотрим пример. Ученик произвел умножение мно
гочленов и получил следующий результат:

(х5—х4 -I- X2 —X + 1) (X -Ь 1) = х" + 1.

Чтобы проверить, правильно ли выполнено умножение, 
обозначим многочлен, стоящий в левой части, через Р(х), 
а многочлен, стоящий справа, через Q (х) и придадим аргу
менту X несколько числовых значений. Подставляя х = 0, 
легко находим Р (0) = 1, Q (0) — 1, т. е. Р (0) = Q (0). Анало
гичный результат мы получаем и при х=1: Р(1) = 2, 
Q (1) = 2, т. е. Р(1) —Q(l). Можем ли мы на основании 
этого сделать вывод, что Р (х) = Q (х), т. е. что умноже
ние выполнено правильно? Ни одна из приведенных вы
ше четырех теорем не позволяет сделать такого вывода. 
Наиболее подходящей является вторая из этих теорем. 
Однако, чтобы ее применить, мы должны знать, что ра
венство Р (с) — Q (с) имеет место для любого с, а нам 
ЭТО ВОБСе не известно. Но продолжим нашу проверку 
дальше: подставим х— — 1. Мы легко находим Р ( — 1 ) — 0, 
Q( —1) = 2, т. е. Р( — 1 ) =И= Q ( — 1)- Теперь четвертая 
теорема позволяет нам сделать вывод, что P(x)^Q(x), 
т. е. умножение выполнено неверно.

Мы видим, что совпадение значений двух многочленов 
Р(х) и Q (х) в одной-двух точках еще не гарантирует 
выполнения равенства P(x) = Q(x). Тем не менее, сделав 
достаточно большое число проб, можно установить ра
венство двух многочленов по совпадению их значений в 
отдельных точках. Именно, справедлива следующая теоре
ма, существенно усиливающая утверждение теоремы 2.

Теорема 5. Пусть Р (х) и Q(x)—два многочлена, 
степень каждого из которых не превосходит п. Тогда, 
если значения многочленов Р (х) и Q (х) совпадают в п -¡-1 
точках, то P(x) = Q(x).

Иначе говоря, если P^J — Q^), P(c2) = Q(c2), ... 
•••, Р(с„+1) = <Ж, + і)(где с„ сг, ..., с,(+1 — различные
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числа), то Р (а) = Q (а). Ясно, что теорема 2 вытекает из 
теоремы 5. Доказательство теоремы 5 мы приведем ниже 
(в конце главы).

Смысл теорем. 1, 2 и 5 можно пояснить следующим 
образом. Каждый многочлен Р (а) можно рассматривать 
как функцию аргумента а. Теорема 1 утверждает, что 
если P (а) и Q (а) совпадают как многочлены (т. е. имеют 
при приведении к каноническому виду одинаковые коэф
фициенты), то они совпадают и как функции (т. е. при лю
бом значении аргумента они принимают одинаковые зна
чения). Теорема 2-утверждает обратное: если Р(х) и Q (а) 
совпадают как функции, то они совпадают и как много
члены. Наконец, теорема 5 усиливает теорему 2: если сте
пень каждого из многочленов P (а), Q (а) не. превосходит 
п и если значения функций Р(а) и Q (а) совпадают в 
п+ 1 точках, то Р (а) и Q (а) совпадают как многочлены.

Пример 2. Подобрать числа а, b и с таким образом, 
чтобы выполнялось равенство

х-)-5 а , b , с
(а—1)(а —2)(а-3) — л^Л + а^2 ' а —3’

Первое решение. Приводя дроби в правой части 
к общему знаменателю, перепишем требуемое равенство 
в виде

а + 5 о (а —2) (а—3) -(- b (а— 1 ) (а—3) -|- с (а— 1 ) (а—2)
(а-1)(а-2) (а-3)- (а—1,(а—2)(а—3) •

Таким образом, задача заключается в том, чтобы подоб
рать числа a, b и с, для которых выполняется равенство
А + 5 = û(a—2) (а—3) + ¿ (а— 1) (а — 3)4-

4-с (а— 1)(а—2). (6)
Раскрывая скобки и приводя подобные члены, перепи
шем это равенство в виде

а4- 5 = (а 4- b 4-е) а*—(5а4- 4£>4-Зс) а4- (6а4- 3&-+- 2с).
Теперь, согласно определению равенства многочленов, 
справа должен стоять многочлен первой степени с те
ми же коэффициентами, что и у многочлена, стоящего 
слева. Иначе говоря, должны выполняться соотношения

а 4- b 4- с = О,
5а + 45 4- Зс = — Г,
6а 4- 3Z?4-2c = 5.

Рассматривая эти соотношения как систему уравне-
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ний относительно a, b и с и решая эту систему, ' нахо
дим требуемые значения:

а = 3, í?= —7, c = 4.
Второе решение. Как и при первом решении, на

ходим, что задача заключается в отыскании чисел a, b 
и с, для которых выполняется равенство (6). Но соглас
но теореме 1 (стр. 147) из равенства двух многочленов 
вытекает совпадение их значений для любого х. Иными 
словами, если бы задача была уже решена (т. е. числа 
а, Ь, с подобраны), то в равенство (6) мы могли бы вместо х 
подставлять любое числовое значение. Подставим в это 
равенство х= 1, затем х = 2 и, наконец, х = 3. Мы получим

6 = 2а, 7=—Ь, 8 = 2с.
Таким образом, если равенство (6) выполняется, то числа 
а, Ь, с должны иметь следующие значения: а — 3, Ь= —7, 
с = 4. Но действительно ли при этих значениях a, b и с 
имеет место равенство (6)? Утвердительный ответ на 
этот вопрос вытекает из теоремы 5. В самом деле, мы 
подобрали значения а, Ь и с так, чтобы при х = 1, х = 2 
и х=3 левая и правая части соотношения (6) принима
ли одинаковые значения. Но так как слева и справа 
стоят многочлены не выше второй степени и так как 
значения этих многочленов совпадают в трех точках, то, 
по теореме 5, слева и справа стоят равные многочлены.

Пример 3 (задача-шутка). Пусть a, b и с—три раз
личных числа. Рассмотрим уравнение

(X—а) (х — Ь) , (х—Ь) (х—с) (х —с) (х—а) .
(с — а) (c — b)'(a—b)(a—с) ' (¿>—с) (í> —а) ' '

Так как в знаменателе каждой дроби стоит число, а в 
числителе—многочлен второй степени, то мы имеем 
квадратное ура внение. Непосредственная провер
ка показывает, что числа a, b и с удовлетворяют этому 
уравнению. Таким образом, написанное квадратное урав
нение имеет три различных корня. Чем это объясняется?

Решение. Слева и справа в равенстве (7) стоят 
многочлены не выше второй степени. Так как значения 
этих многочленов совпадают в трех точках, то многочле
ны, стоящие слева и справа, равны (по теореме 5). 
Значит, при приведении левой части к каноническому 
виду получится 1, т. е. коэффициенты при X2, и при X 
обратятся в нуль, и мы получим тождество 1 = 1, а
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не квадратное уравнение. В этом можно убедиться и не
посредственно (произведя сложение дробей в левой части).

Заметим, что до того, как многочлен приведен к кано
ническому виду, определить его степень иногда бывает 
трудно. Например, в многочлене

(x6-t-x4-)-x3-)-x2-)-x + 1) (х—1)—х2(х2 + 1)(х2—1)
в такой записи имеется, например, пятая степень буквы х. 
Однако, раскрывая скобки и приводя подобные члены, мы 
запишем этот многочлен в виде х2—1, так что в действи
тельности это — многочлен второй степени. То же мы видели 
при решении примера 3: левая часть соотношения (7) 
равна 1, т. е. является многочленом нулевой степени, 
хотя по внешнему виду она похожа на многочлен второй 
степени.

§ 2. Действия над многочленами

Сумма, разность и произведение двух многочленов 
также являются многочленами.

Это утверждение справедливо именно в силу принятого 
в предыдущем параграфе расширенного понимания термина 
«многочлен». В самом деле, если

Р(х) = аохп + а1хп~1 + ... +а„,
Q(x) = ôox'” + ô1x'”-1+...+b„,

■—два многочлена, то выражения
P(x)+Q(x) =

= (аохп + а^х" 14-... + а„) + (Z?„x” + bíxm~í + • • • + bm), 
P(x)-Q(x) =

= (аохП + а1хп-1+ ... + an) — (boxm + b1xm~1 + ... +bm), 
P(x)-Q (x) =

= (aoxn + a^"-1 +...+a„) (boxm + fc1xm_1 + ... + bm)
легко приводятся к виду (1) (раскрытием скобок и приве
дением подобных членов), т. е. являются многочленами.

Следующие легко доказываемые теоремы часто оказы
ваются полезными при решении ряда задач.

Теорема 6.. Пусть Р (х) и Q (х) — два отличных от 
нуля многочлена. Тогда степень многочлена P (x) Q (х) 
равна сумме степеней многочленов Р (х) и Q (х), а старший 
коэффициент многвнлена P (x) Q (х) равен произведению 
старших коэффициентов многочленов Р (х) и Q (х).
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Теорема 7. Степень многочлена P(x)¿~Q(x) (или 
Р(х) — Q (х)) не превосходит наибольшей из степеней мно
гочленов Р(х), Q (х).

Заметим, что степень многочлена Р (х) ± Q (х). может 
оказаться меньше степени каждого из многочленов Р(х), 
Q (х). Например, если

Р (х) = X3—Xa -+- Зх 5,
Q (х) = —— х’ + х2—X—3,

то сумма этих двух многочленов третьей степени будет 
многочленом первой степени:

Р (х) + Q (х) = 2х + 2.
Напомним следующие формулы умножения многочле

нов, часто применяемые при решении задач (в этих фор
мулах т, п—произвольные натуральные числа):
(х"-|-ах''''1 + йах-"~а+ ... 4-an~axг-(-û'’“1x^-û',) (х—а) =

= хп+1—ап+1, (8)
(x2m—ax2m_1H-aax2'n-a—. .. -|-а2'л-2х2—a2'" ~ + a2m) x

X(x4-a) = х2,я+14-a2m+I. (9)
В частности, при a=l имеем

(хлx” ~1.. +х24-х+ 1) (X— 1) = х"+1— 1, (10)
(х2т — х^-і + х2“-2— . . . +Х2—х+ 1)(х+ 1) = Х2ОТ+1+ 1.

(11)
Доказательство этих формул непосредственно полу

чается раскрытием скобок и приведением подобных членов.
Пример 4. Доказать, что не существует многочлена, квадрат 

которого был бы равен многочлену
xluoe-|-x#’e+...+Х-)-1.

Решение. Допустим, напротив, что
xiooo + xm+ ...+х+1=[Р(х)]2, (12)

где Р (х)— некоторый многочлен. Полагая х = 1, находим отсюда 
[Р(1)р= 1001, так что сумма коэффициентов многочлена Р (х) равна 
К1001 или —У1001. Значит, сумма коэффициентов многочлена Р (х) 
является иррациональным числом, и потому среди его коэффициентов 
имеется хотя бы один иррациональный.

Запишем многочлен • Р (х) в каноническом виде:
P(x) = aox» + a1x'’-1 + ...+a„ (где а0 ¿ 0).

Тогда старший член многочлена (Р (х))2 = Р (х)-Р (х) равен a„x"-aoxn= 
= а%х2п, и потому должно быть а2х2" =х1000. Из этого следует, что 
п=500 и о2=1, т. с. а0=± 1. Так как Р(0) = «„ = а4оо, то из (12) 
мы получаем 1 = (й5оо)2, т. е. я5оо=± L
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Итак, старший коэффициент ав есть рациональное число, но среди 
последующих коэффициентов а,, ..., а409 многочлена Р (к) имеется 
хотя бы один иррациональный. Обозначим через т наименьшее 
целое число, для которого коэффициент а,„ иррационален (здесь 
т < 500). Тогда мы имеем

P (х) = й„хи0 + ... + ат _ 1х»®»-<">-11 + атхі0° -m + ... + а5оо = 
=(я0*5П0+-••+ат_pi6.»»--‘))-НоихЯ«-«Ч-... + а6Оо) = Q W+ЯW,
где Q (х) = а„х600 + ...4-ят_1х50°-<т-1’ — многочлен, все коэффици
енты которого рациональны, a R (х) — amx5w-,n-{-... -ì-oteo—много
член с иррациональным старшим коэффициентом. Возводя в квадрат, 
находим

[Р (х)]2 = [Q (х) + R (х)]2 = IQ (х)12 + 2Q (х) ■ R (х) + [/? (х)]2.

Многочлен ( Q (X) ]2 имеет рациональные коэффициенты. Старший 
член многочлена 2Q(x)-R (х) равен 2aox5oo-amxM0-m = 2aoamxlooa-m. 
Коэффициент 2а0о,„ этого члена иррационален. Наконец, мно
гочлен [/? (х)12 имеет степень 1000 —2т, т. е. степень меньшую, 
чем 1000 — //! (ибо т > 0). Поэтому многочлен [/? (х)]2 не содержит 
д»іооо — т

Таким образом, коэффициент при х1000-,л в многочлене (Р(х)]г 
равен Ьт + 2ааат, где Ьт — коэффициент при хІ00°-т в многочлене 
[Q(x)j2. Но мы видели, что Ьт — рациональное число, а 2а„ат — 
иррациональное, так что сумма Ь1Пч-2о0ат также является ирра
циональным числом.

Итак, коэффициент при х1000-"1 в многочлене [Р(х)12 есть ирра
циональное число. Но это противоречит равенству (12). так как в 
левой части этого равенства стоит многочлен с рациональными 
коэффициентами.

Перейдем теперь к рассмотрению деления многочленов. 
Пусть /(%) и g(x)—два многочлена, причем многочлен 
g(x) отличен от нуля. Если существует такой многочлен 
q(x), что f (х) = g(x) q (х), то говорят, что многочлен f(x) 
делится на g(x) (или что g(x) является делителем мно
гочлена f (%)), а многочлен q (х) называют частным от 
деления /(%) на g(x).

Например, равенство (10) показывает, что при любом 
натуральном k многочлен х*—1 делится на х—1 (и част
ное равно хА-1 + х*-2+ ... 4-Х+ 1).

Простые примеры показывают, что один многочлен 
делится на другой не всегда. Например, многочлен х2+ 1 
не делится на х—1. В самом деле, если бы многочлен 
хг+ 1 делился на х—1, мы имели бы х2 + 1 = (х—1)<7(х), 
где q(x) — некоторый многочлен. Но при х= 1 левая часть 
принимает значение 2, а правая—значение 0. Следова
тельно, написанное равенство не может иметь места ни 
при каком q(x) (теорема 4 на стр. 147), т. е. х2+1 не 
делится на X—1.
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Итак, в множестве многочленов деление осуществимо 
не всегда. Однако имеется более общая операция, назы
ваемая делением с остатком и осуществимая в множестве 
многочленов всегда (за исключением случая, когда дели
тель равен нулю). Напомним определение этой операции.

Пусть /(х) и g(x)—два многочлена, причем многочлен 
g(x) отличен от нуля. Разделить многочлен f (x) на мно
гочлен g(x) с остатком означает (по определению) запи
сать многочлен /(х) в виде

7 (*) = £(*) <7 (*) + '(*)> (13)
где <7 (х) и г (х)— некоторые многочлены, причем г (х) либо 
равен нулю, либо имеет меньшую степень, чем много
член g(x). Многочлен q (х) называется частным, а мно
гочлен г(х)—остатком от деления многочлена /(х) на g(x).

Следующая теорема показывает, что деление с остатком 
является однозначной всегда выполнимой операцией.

Теорема 8. Пусть f(x) и g(x)—два произвольных 
многочлена, причем многочлен g(x) 'отличен от нуля. 
Тогда существуют такие многочлены q (х) и г(х), что 
выполнено равенство (13) ц многочлен г (х) либо равен нулю, 
либо имеет меньшую степень, чем многочлен g(x). Ука
занными условиями многочлены q(x) и г (х) определяются 
однозначно.

Доказательство. Прежде всего установим суще
ствование требуемых многочленов 7(х) и г(х). Если 
/(х) = 0, то равенству (13) удовлетворяют многочлены 
ç(x) = 0, г(х) = 0, т. е. в этом случае искомые многочлены 
q (х) и г (х) существуют. Пусть теперь f (х) #= 0, и пусть

/(х) = аохп + а1хп“1 + ... +ah, 
g(x) = boxm + b1xm~1+ . ..+bm

■—каноническая запись многочленов /(х) и g(x), так что 
т и п—неотрицательные целые числа и а„#=0, Ь„#=0. 
Если п < т, то многочлены ç(x) = 0, г(х) = /(х) удовлет
воряют поставленным условиям. Поэтому остается рас
смотреть случай, когда п^т. Рассмотрим многочлен 

хП~т^ • g(x). Старший член этого многочлена равен

■^-хп~т-Ьохт — аохп (см. теорему 6 на стр. 151), т. е. сов-
падает со старшим членом многочлена /(х). Поэтому
многочлен /(х)—■^■xn~m-g(x) (если он не равен нулю) 
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имеет степень, меньшую чем п. Мы можем теперь написать 
следующее очевидное тождество:

f(x) = -g-x"-'»ff(x)-b(/(x)—^x"-'»ár(x)) . (14)

Обозначим многочлен у- хп~т через ç*(x), а второе сла
гаемое в правой части равенства (14) через /*(х); тогда 
равенство (14) перепишется в виде

Z(x) = <7*(x)g(x) + /* (х),

причем многочлен f* (х) либо равен нулю, либо имеет 
меньшую степень, чем f(x). Если многочлен /*(х) равен 
нулю или имеет степень, меньшую чем т, то наша цель 
достигнута: требуемым условиям удовлетворяют много
члены ¿7(х) = 7*(х) и г (х) = /* (х). Если же /*(х) все еще 
имеет степень, большую или равную т, то наша цель 
еще не достигнута. Но все же мы несколько приблизились 
к цели, так как многочлен /*(х) имеет меньшую сте
пень, чем /(х). Мы можем, далее, точно так же поступить 
с многочленом f* (х), т. е. записать этот многочлен в виде

Г (х) = 9** (х) g (х) + /** (х),

где /** (х) имеет еще меньшую степень. Теперь мы можем 
написать

f (х) = <7* (х) g (х) + (Ç** (х) g (х) + /** (х)) =
= (<7* (x) + 9**(x))g(x) + /** (х).

Если многочлен /** (х) равен нулю или имеет степень, 
меньшую'чем т, то наша цель достигнута: требуемым 
условиям удовлетворяют многочлены q (х) = q* (x) + q** (х) 
и г (х) = f** (х). Если же 7**(х) все еще имеет степень, 
большую или равную т, то мы точно так же поступим 
с многочленом f** (х), в результате чего придем к много
члену еще меньшей степени, и т. д. Так как степени мно
гочленов /(х), (х), /**(х),... все время уменьшаются,
то после конечного числа шагов мы обязательно придем 
к многочлену либо равному нулю, либо имеющему мень
шую степень, чем т. В результате мы и получим требуе
мые многочлены q(x) и г(х).

Итак, деление с остатком всегда осуществимо. Дока
жем теперь единственность. Пусть многочлен f(x) двумя
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способами представлен в виде (13):
Z(x) = ç1(x)g(x) + r1(x), (15)
f(x) = qt(x)g(x) + rt (х), .(16)

причем многочлен Г-J (х) либо равен нулю, либо имеет 
степень, меньшую чем т, и то же справедливо для мно
гочлена г2(х). Иными словами, двумя способами произ
ведено деление с остатком многочлена /(%) на g(x). Дока
жем, что равенства (15) и (16) совпадают (т. е. <7і(%) = <72(х) 
и г1(х) — г2(х)), чем и будет установлена единственность. 
Вычитая равенство (16) из (15), получим

(<7ї (*) — <7і W) g W = г, (х) — г2 (х).

Справа стоит многочлен, имеющий степень, меньшую 
чем т (или равный нулю). Значит, тем же свойством 
обладает и равны й ^ему многочлен, стоящий в левой 
части равенства. Но если бы многочлен ç2(x)— qx (х) был 
отличен от нуля, то, по теореме 6 (стр. 151), левая часть 
имела бы степень, не меньшую чем т (ибо степень 
многочлена g(x) равна tu), чего быть не может. Следова
тельно, ç2(x) — <7і(х) = 0, и потому fj(x)—г2(х) = 0. Но 
это и означает, что ql(x) = q„(x) и г1 (х) = гг (х). Этим и 
завершается доказательство теоремы 8.

Проведенное доказательство позволяет получить про
стой способ выполнения деления с остатком, называемый 
способом «деления в столбик». Он основан на рассмотрении 
равенства (14). Именно, многочлены, участвующие в ра
венстве (14), располагаются следующим образом:

_f(x) |g(x)
^xn-'ng(x) ^-хп~т up________  uq

/*(*)
причем, как мы знаем, многочлен /*(х)=/(х) — x?~mg(x)
либо равен нулю, либо его степень меньше, чем степень 
многочлена /(х). Заметим еще, что стоящее под уголком 
(знаком деления) выражение ^-хп~т получается делением
старшего члена многочлена /(х) на старший член много
члена g(x). Если теперь степень многочлена /* (х) есє еще 
больше или равна т, то мы так же поступаем с /*(х), 
приписывая под уголком еще одно слагаемое. Например, 
если f * (x)=-coxf>-[-c1xP~ì+ ... -j-Cf, (где ti > р tri), то 
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IgW
процесе деления продолжается следующим образом:

%-x"~">g(x)
°0________

_/*(*)

Up _______
f**(x)

Степень многочлена f*r' (х) (если он не равен нулю) стала 
еще меньше, и т. д. Процесс деления с остатком оканчи
вается, когда после очередного вычитания мы получаем 
многочлен либо равный нулю, либо имеющий степень, 
меньшую чем т. Этот многочлен и представляет собой 

под уголком мы по- 
в конце концов сле-

lg(*)
<7(х)

остаток от деления [(х) на g(x), а 
лучаем частное, т. е. мы получаем 
дующую запись:

^-gW 

_/* (*)

r(x)
Еще раз подчеркнем, что результат деления с остат

ком записывается следующим образом:
7(x) = ç(x)g(x) + r(x).

Если г(х) = 0, то многочлен f(x) делится на g(x) (или, 
как еще говорят, «делится без остатка»); если же остаток 
г(х) отличен от нуля, то /(х) не делится на g(x).

Пример 5. Произвести деление с остатком много
члена Xі—3x3-f-2x2 + x—5 на х2 + 2х—3.

Решен не.
Xі — Зх3 + 2х2 + х— 5 |х2 + 2х— 3 

—*44-2*3— Зха х3—5х -h 15
—5х3 + 5х2+ X— 5 

— _5х3— 10х3+15х
15х2— 14х—- 5 

' ■ 15х3 + 30х—45
—44Х + 40
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Мы видим, что частное равно ха—5х + 15, а остаток ра
вен ■—44х + 40. Таким образом,
Xі—Зх3 + 2х2 + X—5 =
4------------ V------- :----- '

делимое

= (ха + 2х—3) (%а —5х + 15)+ (—44% + 40). -ж- _-/
делитель частное остаток

В заключение отметим следующие две теоремы, неред
ко бывающие полезными при решении задач.

Теорема 9. Если /(%) и g(x)—многочлены с целыми 
коэффициентами, причем старший коэффициент много
члена g(x) равен 1 или —1, то и частное q(x) и оста
ток г(х), получающиеся при делении Ңх) на g(x), также 
являются многочленами с целыми коэффициентами.

Теорема 10. Если делимое и делитель—многочлены 
с рациональными коэффициентами, то частное и оста
ток также являются многочленами с рациональными 
коэффициентами.

В самом деле, если f (х) и g(x) имеют целые коэффи
циенты, причем старший коэффициент Ьо многочлена g(x) 
равен 1 или —1, то старший коэффициент частного 
также является целым числом, а многочлен /*(%) = / (х)— 
,— (см (14)) имеет целые коэффициенты. Та-
ким же образом мы получаем, что следующий коэффи
циент частного также является целым числом, а многочлен 
f** (х) имеет целые коэффициенты, и т. д. Из этого и вы
текает справедливость теоремы 9. Теорема 10 доказывается 
аналогично.

Пример 6. Пусть хг и х2 — корни квадратного урав
нения %а + а% + & = 0 с целыми коэффициентами а и Ь. 
Пусть, далее, f (х)— произвольный многочлен с целы
ми коэффициентами. Доказать, что /(+)+/(%2)— целое 
число.

Решение. Разделим многочлен /(%) на многочлен 
g(%) = x2 + ax + ô. Мы получим

/(х) = (ха + ах + Ь)9(х) + г(х), (17)
<

причем остаток г (х) (если он не равен нулю) является 
многочленом не выше первой степени. Согласно теореме 9 
W частное q (х) и остаток г (х) являются многочле
нами с целыми коэффициентами. В частности, отсюда
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следует, что
г (х) = сх + d,

где с и d—некоторые целые числа.
Подставляя в (17) значение x — xt и замечая, что 

xf + ax1 + ö = 0, получаем
f М = 0 • q (xj + г (хх) = г (хх) = схх + d. 

Аналогично f (x2) = cx2 + d. Следовательно,
f (*i) + f M = (cxt + d) + (cx2 + d) = c(x1 + x2) + 2d.

Но по формулам Виета x1-\-x2 — -—a, так что
Z(Xi) + f(x8) = —ac+2d.

Теперь ясно, что f (хх) + f (х2)—целое число (так как а, с 
и d—целые числа).

§ 3. Алгебраическое уравнение и его корни

Число с называется корнем многочлена /(х), если 
f(e) = O. Задачу таити все корни данного многочлена 
f(x)?> принято также формулировать следующим образом: 
«.решить уравнение /(х) = 0». Иными словами, когда идет 
речь об уравнении f (х) = 0, то мы вовсе не хотим 
этим сказать, что запись f (х) = 0 означает равенство 
многочленов (т. е. что все коэффициенты многочле
на /(х) равны нулю). Мы лишь хотим сказать, что рас
сматривается задача о нахождении корней многочлена 
f (х), т. е. тех точек, в которых значение многочлена f (х) 
равно нулю. Например, говоря о квадратном уравнении 

ха + рх + 9 = 0, (18)
мы тем самым ставим задачу найти корни квадратного 
трехчлена х2 + рх + 9, а вовсе не хотим понимать соотно
шение (18) как равенство многочленов. Отметим еще, что 
корни многочлена /(х) называются также корнями урав
нения f (х)=0. Поэтому задачу «решить уравнение f (х)=0» 
формулируют также как задачу «найти корни уравнения 
^(х) = 0». Еще раз подчеркнем, что решить уравне
ние—значит найти все его корни.

В школьном курсе рассматриваются различные урав
нения: иррациональные, логарифмические, показательные, 
тригонометрические и др. Алгебраическим уравнением 
называется уравнение /(х) = 0, где /(х)—некоторый мно-
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гочлен. Если /(х)— многочлен n-й степени, то уравнение 
/(х) = 0 называется алгебраическим уравнением п-й сте
пени.

При решении алгебраических уравнений полезна сле
дующая теорема (называемая теоремой Безу).

Теорема 11. Остаток от деления многочлена f (х) 
на X—а равен f (а) (т. е. равен значению этого много
члена при Х = п).

В самом деле, произведем деление с остатком много
члена /(х) на X — а:

- f (л-) = (х—a) q (х) + г (х),
где остаток г(х), если он не равен нулю, является мно
гочленом, степень которого меньше степени делителя 
X—а, т. е. равна нулю. Поэтому г(х) = г является 
числом:

/(х) = (х—a)ç(x) + r.
Чтобы найти число г, положим в этом равенстве х = а. 
Мы получим /(а) = г, что и доказывает теорему.

Непосредственным следствием этой теоремы является 
следующее утверждение:

Теорема 12. Если а — корень многочлена f(х), то 
этот многочлен делится на х—а.

Заметим, что в теоремах 11 и 12 число а и коэффи
циенты рассматриваемого многочлена могут быть как 
действительными, так и комплексными.

На стр. 47 мы указали, что произведение двух чисел 
в том и только в том случае обращается в нуль, если 
равно нулю хотя бы одно из этих чисел. Отсюда непо
средственно вытекает следующая теорема, играющая важ
ную роль при решении алгебраических уравнений:

Теорема 13. Пусть /(х) и g(x) — два произвольных 
многочлена. Число а в том и только в том случае явля
ется корнем уравнения f (х) g(x) = 0, если оно является 
корнем хотя бы одного из уравнений /(х).= 0, g(x) — 0.

Иными словами, чтобы получить все корни уравнения 
/(*)£(%) = О, нужно взять корни уравнения /(х) = 0 и 
добавить к ним-корни уравнения g(x) = 0.

Из этой теоремы вытекает важное следствие. Пусть 
/(х) = 0—алгебраическое уравнение n-й степени (т. е. 
/ (х)—многочлен степени п). Предположим, что нам из
вестен один корень х = а этого уравнения. Тогда, по 
теореме 12, многочлен /(х) делится на х—а, т. е. /(х) =
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= (х—a)g(x). Согласно, теореме 6 многочлен g(x) имеет 
степень п—1. Применяя теорему 13, мы находим, что 
для получения всех корней уравнения /(х) = 0 нужно 
взять корни уравнения х—а = 0 и добавить к ним корни 
уравнения g(x) = 0. Но уравнение х—а = 0 имеет единст
венный корень х — а, который нам был известен с самого 
начала. Значит, для получения всех корней уравнения 
f(x)’=Q нужно, кроме корня х = а, взять все корни 
уравнения g(x) = 0. Заметим теперь, что уравнение 
g(x) = Q проще исходного уравнения в том смысле, что 
оно имеет степень п—1, т. е. меньшую степень, чем ис
ходное уравнение.

Итак, если нам известен один корень х = а алгебраиче
ского уравнения f (х) = 0, то f(x) = (x—a)g(x) и нахож
дение остальных корней этого уравнения сводится к реше
нию уравнения g(x} = 0, имеющего на единицу меныиую 
степень, чем исходное уравнение. Короче, знание одного 
корня позволяет снизить степень уравнения на единицу.

В ряде случаев нахождение корней алгебраических 
уравнений облегчается следующей теоремой:

Теорема 14. Если все коэффициенты многочлена 
f (%) = аохП + aíx"~1 + ... + fl„_1x + a„

являются целыми числами, то всякий целый корень этого 
многочлена является делителем свободного члена ап.

В самом деле, пусть с—целый корень многочлена f (х), 
т. е.

f(c) = aQcn + alcn-1 + ■.. + а„_1с + а„ = 0.
Тогда

а„ = —+
Так как число, стоящее в скобках, является целым (ибо 
Есе коэффициенты а0, аи ..., a„^lt так же как и чис
ло с,— целые), то ап делится на с.

Доказанная теорема значительно облегчает отыскание 
целых корней многочленов с целыми коэффициентами. 
Именно, надо взять свободный член многочлена и выпи
сать все его делители (как положительные, так и отри
цательные). После этого надо проверить, какие из них 
являются корнями данного многочлена. Если же окажется, 
чтони один делитель свободного члена не обращает мно
гочлен в нуль, то этот многочлен целых корней не имеет.

Пример 7. Решить уравнение Xі—4х3—13xs + 28%+ 
+ 12 = 0.
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Решение. Возьмем свободный член 12 и выпишем 
его делители:

1; ——1; 2; —2; 3; — 3; 4;' —4; 6; —6; 12; —12.
Теперь, подставляя эти числа в многочлен /(%) = %4— 
•—4%3—13%2 + 28%+12, проверим, нет ли среди них кор
ней этого многочлена. Мы находим:

f (1) = 24 (т. е. 1 не является корнем); 
f(—1) =—24 (т. е. —1 также не является корнем);

/(2) = 0 (т. е. 2 есть корень многочлена /(%)).
Итак, один корень найден: % = 2. По теореме 12 много
член f (%) делится на х—2. Производя деление,(«в стол
бик»), находим

f (х) = (х—2) (%3—2%2 — 17%—6).
Таким образом, для нахождения остальных корней нужно 
решить уравнение %3— 2%2—17%—6 = 0. Опять выписы
ваем делители свободного члена 6:

1; —1; 2; —2; 3; —3; 6; —6.
Числа 1 и —1 не могут быть корнями написанного ку
бического уравнения (так как мы уже видели, что они 
не являются корнями исходного уравнения). Испытаем 
дальнейшие делители, подставляя их один за другим 
в многочлен g(%) = %3—2%2—17%—6. Мы находим:

g(2) =—40 (т. е. 2 не является корнем);
■ g(—2) =12 (т. е. ■—2 не является корнем); 

g(3) =—48 (т. е. 3 не является корнем);
g-(—3) = 0 (т. е. —3 есть корень многочлена g(%)).

Итак, найден еще один корень: % = —3. По теореме 12 
многочлен g (х) делится на % + 3. Производя деление, 
находим

%3 — 2%2 —17%—6 = (% + 3) (%2—5%—2).
Значит, для нахождения оставшихся корней нужно ре
шить квадратное уравнение %2—5%—2 = 0. Это дает еще

5 1 ?----два корня: -j + jr 33. Таким образом, исходное уравне
ние четвертой степени имеет четыре корня:

%х = 2; %2 = —3; %3 = -| + ^-)/33; Хі = ^-^УЗЗ.

В заключение мы рассмотрим.вопрос о.разложении мно
гочлена на множители первой степени и связанный с ним
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вопрос о числе корней алгебраического уравнения. Основ
ной здесь является следующая теорема:

Теорема 15. Любой многочлен п-й степени
f(x) = aux'‘ + alX^+...+an (19)

(где «0 =И= 0 и /г > 0) может, быть представлен в виде 
произведения

f(x)=at(x-c,)(x-^ ... (%—с„).

Это разложение единственно с точностью до порядка 
сомножителей.

В этой теореме коэффициенты а0, ..., ап и числа
с2 ..., сп могут быть как действительными, так и ком

плексными.
Доказательство теоремы 15 основано на следующей 

теореме, которую называют основной теоремой 
алгебры:

Теорема 16. Любой многочлен f(x), степень которого 
отлична от нуля, имеет по крайней мере один корень.

В этой теореме коэффициенты многочлена и его корни 
также могут быть действительными или комплексными 
числами.

Хотя по своей формулировке теорема 16 имеет 
чисто алгебраический характер, по методам доказа
тельства она является неалгебраической теоремой. Все 
известные доказательства основной теоремы алгебры не
элементарны (эти доказательства можно найти в учеб
никах высшей алгебры). Поэтому мы примем здесь 
теорему 16 без доказательства, а на ее основе про
ведем полное доказательство теоремы 15.

Доказательство теоремы 15. Мы применим 
метод математической индукции. Любой многочлен пер
вой степени имеет вид

/(х) = аох + а1 (ао#=О)>
и потому

/(х) = ав(х+^).

Единственность разложения в этом случае очевидна. Таким 
образом, для многочленов первой степени теорема до
казана.

Предположим теперь, что эта теорема доказана для 
всех многочленов, имеющих степень, меньшую чем -й. 
Возьмем произвольный многочлен (19) степени п. Согласно
6* ES3



теореме 16 он имеет хотя бы один корень cL. Но тогда, 
по теореме 12, многочлен f (х) делится на х—т. е.

f (х) = (х— Cj) g (х),
где g(x)—некоторый многочлен степени п—1. Согласно 
теореме 6 старший член многочлена g (х) равен аох"-1. 
Но по предположению индукции многочлен g(x) можно 
следующим образом разложить на множители:

g(x) = a0(x—с4) ... (х—с„)
(где сг, .... с„ — некоторые числа, действительные или 
комплексные). Следовательно,

/ (х) = (х—<ч) g (х) = а0 (X—q) (х—са)... (х—с„).
Мы доказали, что многочлен /(х) разлагается на множи
тели первой степени. Осталось доказать, что это разло
жение единственно (с точностью до перестановки мно
жителей) .

Предположим, что
а0 (х—с,) (х—са)... (X—с„) = 60 (х—d,) (х—da) ... (х—d„).

(20)
Сравнивая коэффициенты, при хп слева и справа, убеж
даемся, что а0 = Ьа. Далее, заметим, что при x = cL левая 
часть равенства (20) обращается в нуль. Следовательно, 
должна обращаться в нуль и правая часть этого ра
венства. Но тогда хотя бы одно из чисел dlt d2, ..., dn 
должно быть равно ct: в противном случае в правой части 
мы имели бы произведение п отличных от нуля разностей
Cj dj, Cj da, ..., Cj dn.

Пусть, например, d^q. Тогда равенство (20) можно 
переписать в виде

(X—с,)(х—с2).. .(х—с„) —
—а0(х—са)(х—da)...(x—d„) = 0

или, иначе,
а0(х— q)[(x—са).. . (х—с„)—(х—da).. .(х—d„)] =0. (21)
Если бы многочлен, стоящий в квадратных скобках, был 
отличен от нуля, то и вся левая часть в (21) была бы 
отличным от нуля многочленом (например, по теореме 6 
старший коэффициент в левой части был бы отличен от 
нуля). Но это означало бы, что равенство (21) места не 
имеет. Следовательно, в квадратных скобках стоит
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нулевой многочлен, т. е.

(х—с2).. .(х—с„) = (х—d2).. .(х—4).

Обе части этого равенства являются многочленами сте
пени п—1, и по предположению индукции множители 
первой степени слева и справа могут отличаться лишь 
порядком следования. Значит, и в равенстве (20) множи
тели справа и слева могут отличаться лишь порядком 
следования. Теорема доказана.

Следующее утверждение является почти очевидным 
следствием теоремы 15:

Теорема 17. Пусть
f(x) = a0(x—c1)(x—c2).. .(х—сп) (22)

— разложение многочлена п-й степени на множители 
первой степени. Тогда числа с1, с2, ..., сп являются кор
нями многочлена f (х) а других корней этот многочлен 
не имеет.

В самом деле, если в (22) подставить х = ст (где zzi— 
одно из чисел 1, 2, ..., zi), то мы, очевидно, получим 
/(с,л) = 0, т. е. каждое из чисел ст является корнем мно
гочлена /(х). Если же вместо X подставить любое число с, 
не совпадающее ни с одним из чисел с1г сг, ..., сп, то 
ни один множитель в правой части (22) не обратится в 
нуль, т. е. будет /(с)у=0.

Теперь мы имеем возможность дать точное определе
ние термина «множество всех корней многочлена /(х)»: 
по определению под множеством всех корней мы 
уславливаемся понимать числа с,, с2, ..., сП, участвую
щие в разложении (22). Если среди этих чисел имеются 
совпадающие, то мы говорим, что у многочлена есть 
кратные корни. Именно, если среди чисел cn с2, ..., с„ 
встречается k раз число с, а все остальные из этих чисел 
отличны от с, то с называется k-кратным корнем много
члена /(х). Тако^ понимание, при котором каждый корень 
считается столько раз, какова его кратность, позволяет 
утверждать, что справедлива следующая теорема, значи
тельно уточняющая основную теорему алгебры:

Теорема 18. Каждое алгебраическое уравнение п-й 
степени имеет ровно п корней.

Пример 8. Доказать, что не существует многочлена, 
квадрат которого был бы равен многочлену х" + х"-1 + ...
... +х+ 1 (где п—натуральное число).
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Решение. Допустим, напротив, что
Х"+Х'- 1+...+1 = [Р(А')]а,

где Р (х)— некоторый многочлен, и пусть
Р (х) = ай (х—сх) (х—с2)... (х—ст)

— разложение этого многочлена на множители первой 
степени. Тогда

х»4-х»-і+ ... + 1 =аг0 (х—сх)а (х—с2)2.. . (х—с,л)2,
откуда видно, что каждый корень многочлена х'‘-)-х"-Ч-... 
... + 1 является кратным (т. е. имеет кратность, не 
меньшую 2). Умножив теперь многочлен х" +х"-1+ •. • + 1 
на X—1, мы найдем, что многочлен

х»+і_i =(х— 1)(х" + хп-1+ ... + 1)
имеет корень х=1, а все остальные его корни являются 
кратными. Однако это неверно: согласно сказанному на 
стр. 114 корни многочлена х"+1—1 имеют вид

хк ==cos^pi +1 sin(й=1- 2’ /l+1)
и все эти корни различны (т. е. кратными не являются). 
Полученное противоречие и доказывает утверждение 
задачи.

Заметим, что при п —1000 мы уже рассматривали эту 
задачу на стр. 152 (пример 4). Приведенное там решение 
пригодно лишь для тех п, для которых п +1 не является 
точным квадратом. Решение, изложенное здесь, пригодно 
для любых іг. .

Пример 9. Найти остаток от деления многочлена 
X100 — 2х61 + 1 на X2—1.

Решение. Остаток является многочленом степени не 
выше первой. Иначе говоря, деление с остатком много
члена X100 — 2х6І + 1 на X2—1 приводит к следующему 
результату:

хіоо_2х5і_)_ і =(х2— i)ç(x) + (ax+&), (23)
где <7(х)—частное, а г (x) = ízx-(-¿—остаток. Наша задача 
заключается в том, чтобы определить числа а и Ь. При 
х= 1 мы из равенства (23) находим

О = а + Ь,
а при х—<—1 получаем

4 = .—a + ô.

166



Таким образом, для определения чисел а и b мы полу
чили систему уравнений

Í Ь + а = 0, 
t b—а = 4.

Решив ее, находим: b = 2, а = —2. Следовательно, иско
мый остаток равен —2х + 2.

В заключение этой главы мы приведем доказательство 
теоремы 5, сформулированной на стр. 148. Итак, пусть 
Р (х) и Q (х)—два многочлена, степень каждого из кото
рых не превосходит п, и пусть выполнены соотношения

P(c1)=Q(c1), р (с2) = Q (с2), ..., P(cn+1) = Q (сл+1),

где Сц с2, ..., с„+1—различные числа. Тогда много
член f(x) = P (x)—Q (х) обращается в нуль в л+І точ
ках с,, с2, ..., с„+1, т. е. имеет не меньше rt+l кор
ней. Заметим теперь, что степень многочлена /(%) не 
превосходит zi. Если бы этот многочлен был отличен от 
нуля и имел степень k, то уравнение f(x) = 0 имело бы 
ровно k корней (считая их кратности), т. е. имело бы 
не больше zi корней. Но это противоречит сказанному 
ранее. Следовательно, многочлен /(х) = Р(х)— Q (х) равен 
нулю, т. e. P(x)=Q(x).

Задачи к главе VI

6.1. Найдите сумму коэффициентов многочлена
(1 + 2х—4х2)248 (1— 7х + 5х2)348.

6.2. Пусть f (х) — многочлен с целыми коэффициентами. 
Докажите, что при любых целых а и b число / (а+ J/Ь)+. 
+ / (а—К b)—целое.

6.3. Делится ли многочлен X100—Зх + 2 на х2—1?
6.4. Некоторый многочлен при делении на х—1 дает 

остаток 3, а при делении на х—2 дает остаток 4. Чему 
равен остаток отделения этого многочлена на (х— 1) (х — 2)?

6.5. Некоторый многочлен при делении на х+ 1, х—2, 
X—3 дает в остатке соответственно 3, 1, ■■—1. Чему равен 
остаток от деления этого многочлена на (х+1)(х—2)х 
Х(х—3)?

6.6. Докажите, что многочлен х444-х3? + х22 + х11 + 1 
делится на х4 + х3-1-х2 + х+1. Найдите частное.
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6.7. Найдите а и b, если известно, что многочлен 
ax4 + ôxs+l делится на (х— 1)а.

6.8. Число 1+КЗ является корнем уравнения
X4 + ах3 + bx2 + 6х + 2 = 0.

Найдите остальные корни этого уравнения, если известно, 
что а и b—рациональные числа.

6.9. Число l+j/2 является корнем уравнения
X6 + ах3 + bx2 + 5x + 2 = 0.

Найдите остальные корни этого уравнения, если известно, 
что а и b—рациональные числа.

6.10. Найдите общие корни уравнений:
х“ + X5 + 2х4 + X3 + 2х2 + X + 1 = 0, 

х’—х’ + гх4—х3 + 3ха —2х + 2 = 0.
6Л1. Найдите общие корни уравнений:

X’ + 2х6 + Зх4 + 2х3 + Зха + 2х + 2 =0,
X4 + Зх3 + 6ха + 6х + 4 — 0.

6.12. Докажите, что при любых целых неотрицатель
ных т, п, р многочлен x3"! + x3n+L + x3/’+a делится на 
X“ Ң- X + 1.

6.13. Докажите, что если х,, хг, х3— корни уравнения
Xs + ах2 + Ьх + с = 0,

то имеют место следующие формулы:
х, + х44-х3 = —а, 

xlxa + x,xJ + x2x3 = b,
== Є

(формулы Виета для кубического уравнения)./
6.14. -Уравнение 2х3 + тх2 + пх + 12 = 0 имеет корни 

хх=1, ха =—2. Найдите третий корень этого уравнения.
6.15. Вычислите сумму Хо2 + -^, если х„ — корень

Хо
уравнения ха + х+1=0.

6.16. Докажите, что при а=^=0 многочлен x"-)-û" де
лится на х + а в том и только в том случае, если п—не
четное число. ■

6.17. Пусть X,, ха, х3—корни уравнения х3 + рх +7 = 0. 
Докажите, что х? + х| + х| = Зх1х2х3.
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6.18. Докажите, что при Ь^О, с^О многочлен Xs — 
— ах~—Ьх—с не может иметь двух положительных корней.

6.19. При каком условии уравнение х3-ф-рх + q = О 
имеет два равных корня?

6.20. Пусть хи хг, х„ — корни многочлена
Д(х) = аих" + аіА-"_1+ • • ■ ф-а^х + а,,,

где а„=#0, a„^¿=0. Какие корни имеют многочлены
Л(х) = аох" — а1х"~1Аіагх"~г— ... + (— 1)па„ 

и
В (х) = а„х" + ап _ tx" -1 + ... + ape + а„?

6.21. Щсть Р (х) = А (х) В (х), причем многочлен В(х) 
дает при делении на С (х) остаток Р(х). Докажите, что 
остаток от деления многочлена Р (х) на Л(х)С(х) равен 
А (х) Р (х).

6.22. Найдите остаток от деления многочленах1971—1 
на (х21)(хг + х4- 1).

6.23. Докажите, что многочлен

/(х) ==х"-І-о^х''-1+ а2х"_г + • ■ • +ап
в том и только в том случае делится на (х—Ь)г, если

Ь" ф- afi"_1 ф- a.¿>n~3 ф-... ф-д„ = 0 
и

nbn~l ф-аД/г — 1)£>л-2ф-а.2(л— ■2)Ь',~3+ ■ • • Ф-а„_1 = 0.
6.24. Докажите, что при а^О и произвольном дейст

вительном b уравнение х3ф-ахф-0 = 0 имеет только один 
действительный корень.

6.25. Докажите, что при любом действительном с урав
нение X3—х2ф-хф-с = 0 имеет только один действитель
ный корень.

6.26. Докажите, что если х — с— целый корень много
члена

/(х) = хпф-аІх'-1ф- ... ф-ап_гхф-а„

с целыми коэффициентами, то для любого целого числа т 
число f(m) делится на с—т.

6.27. Пусть многочлен Л(х) может быть представлен 
в виде суммы квадратов двух многочленов с действитель
ными коэффициентами и тем же свойством обладает мно
гочлен ß(x). Докажите, что тогда и многочлен Л(х)0(х) 
обладает этим свойством.
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6.28. Докажите, что если многочлен с действитель
ными коэффициентами имеет комплексный корень a-\-bi, 
то он делится на многочлен (х— а)а + Ь3.

6.29. Докажите, что всякий многочлен с действитель
ными коэффициентами делится на какой-либо многочлен 
первой или второй степени с действительными коэффи
циентами.

6.30. Докажите, что всякий многочлен нечетной сте
пени с действительными коэффициентами имеет хотя бы 
один действительный корень.

6.31. Докажите, что если многочлен /(х) с действи
тельными коэффициентами принимает при всех действи
тельных X положительные значения, то он представляется 
в виде суммы квадратов двух многочленов с действи
тельными коэффициентами.

6.32. Все коэффициенты многочлена
X" + с^х"-1 + ... + а„_tx + а„

— целые числа. Докажите, что любой рациональный ко
рень этого многочлена является целым числом.

6.33. Докажите, что всякий рациональный корень 
многочлена /г-й степени

а0х" + о1хн"1-|-...+ап
с целыми коэффициентами а0, a¡, ..., о„ представляется 
в виде несократимой дроби у, где р — некоторый дели
тель свободного члена ап, a q—некоторый делитель 
старшего коэффициента а0.

6.34. Пусть Xj, х2, х3— корни кубического уравнения 
X3 + ах2 + Ьх + с — 0 с целыми коэффициентами а, Ь, с. 
Пусть, далее, /(х) — произвольный многочлен с целыми 
коэффициентами. Докажите, что / (xj f (x¡¡) + f (x3)— це
лое число.

6.35. Пусть clt с.,, ..., с„, сл+1 — попарно различные
действительные числа. Существует ли многочлен степени«, 
имеющий корни clt с2, и принимающий значение 1
в точке сп+1?

6.36. Пусть су, с2, ...., cnì и dlt dtf ..., din dri+i 
действительные числа, причем числа су, су, ..., с„, с„+1 
попарно различны. Докажите, что существует один и 
только один многочлен степени не выше it, принимающий 
в точках су, с2, ..., сп+1 соответственно значения dlt 
(іг, ..., dn+1.



ГЛАВА VII
ФУНКЦИИ И ГРАФИКИ

§ I. Определение функции

Понятие функции часто встречается в школьном курсе 
математики и хорошо знакомо учащимся. Тем не менее 
на приемных экзаменах в вузах поступающие допускают 
много ошибок при использовании этого понятия. Объяс
няется это различными причинами, но в первую очередь 
тем, что слово «функция» используется в математике в 
нескольких смыслах, а в школьных учебниках это обстоя
тельство не разъяснено. Поэтому мы прежде всего обра
тимся к определению функций и другим относящимся 
сюда понятиям и подробно остановимся на тех различных 
пониманиях слова «функция», которые встречаются в 
школьном курсе математики.

Самым общим (и, безусловно, основным) является в 
математике следующее определение понятия функции. 
Говорят, что определена некоторая функция, если, 
во-первых, задано некоторое множество, называемое обла
стью определения функции, во-вторых, задано неко
торое множество, называемое областью значений 
функции, и, в-третьих, указано определенное правило, 
с помощью которого каждому элементу, взятому из обла
сти определения, ставится в соответствие некоторый 
элемент из области значений.

Приведем несколько примеров, иллюстрирующих это 
общее определение.

Пример 1. Обозначим через А множество всех тре
угольников на плоскости, а через В — множество всех 
окружностей, взятых на этой же плоскости. Множество А 
будем считать областью определения, а множество В —• 
областью значений (той функции, которую мы определяем). 
Наконец, каждому треугольнику поставим в соответствие 
окружность, вписанную в этот треугольник. Это есть 
вполне определенное правило, которое каждому элементу,
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взятому из области определения (т. е. треугольнику), 
ставит в соответствие некоторый элемент из области зна
чений (т. е. окружность).

Пример 2. Сохраним те же самые множества Л и В, 
что и в примере 1, т. е. по-прежнему будем считать об
ластью определения множество всех треугольников на 
плоскости, а областью значений —множество всех окруж
ностей. Далее, каждому треугольнику поставим в соот
ветствие его описанную окружность. Мы получаем 
функцию с той же областью определения А и той же 
областью значений В. Но это уже другая функция, 
так как окружность сопоставляется треугольнику с по
мощью другого правила.

Пример 3. Обозначим через А множество всех кру
гов на плоскости, а через D — множество всех действи
тельных чисел. Далее, выберем единицу измерения пло
щадей и каждому элементу множества А (т. е. кругу) 
поставим в соответствие число, равное площади этого 
круга. Мы получаем функцию с областью определения К 
и областью значений D.

Пример 4. Обозначим через N множество всех на
туральных чисел, а через D—множество всех действи
тельных чисел. Далее, выберем два действительных числа 
Оі и г и каждому натуральному числу п поставим в 
соответствие действительное число, равное /і-му члену 
арифметической прогрессии с первым членом а± и раз
ностью г (т. е. натуральному числу п поставим в соот
ветствие действительное число а, + (/і— 1)г). Мы получаем 
функцию с областью определения N и областью значе
ний D.

Пример 5. Теперь мы примем и в качестве области 
определения, и в качестве области значений множество D 
всех действительных чисел. Далее, выберем два действи
тельных числа о, и г и каждому действительному числу х 
поставим в соответствие число + (х—1)г. Мы получаем 
функцию с областью определения D и областью значе
ний D.

Заметим, что в примерах 4 и 5 одинакова область 
значений D и одинаково правило соответствия: формулы 
а,+ (п—1)г и аі+(х—1)г показывают, что в обоих 
случаях надо над выбранным числом (п или х) проделать 
одни и те же действия, чтобы узнать, какое число 
поставлено ему в соответствие. Однако области опре
деления этих двух функций различны, и потому мы.
172



имеем в примерах 4 и 5 разные функции. Таким обра
зом, для задания функции мало указать правило соот
ветствия, а надо еще обязательно указать область опре
деления и область значений.

Для обозначения функций обычно пользуются буквами. 
Одна буква (чаще всего х) используется для обозначения 
произвольного элемента, взятого из области определения 
функции. Эта буква называется аргументом. Таким обра
зом, если сказано, что х—аргумент некоторой функции, 
то вместо х мы можем подставить любой элемент, при
надлежащий области определения этой функции. Далее, 
другая буква (чаще всего у) используется для обозначе
ния произвольного элемента, взятого из области значе
ний. Эта буква называется функцией (и это второе 
значёние слова «функция»). Наконец, третья буква (чаще 
всего /) используется для обозначения правила соответ
ствия. Это значит, что если а—произвольное значение 
аргумента (т. е. произвольный элемент, взятый из области 
определения функции), то элемент, поставленный ему 
в соответствие, обозначается через /(а). Элемент у = f (а) 
называется значением рассматриваемой функции при х — а.

Все три буквы X, у, f объединяются одной записью:.

У = КХ) (1)

(«игрек равен эф от икс»), которая и означает, что х — 
аргумент, у—функция, а/—правило соответствия. Иногда 
букву / или выражение f (х) также называют функцией 
(и это — уже третье значение слова «функция»).

Пример 6. Обратимся снова к функции, рассмотрен
ной в примере 4. Аргумент обозначим через п, функцию — 
через у, а правило соответствия—через /. Таким обра
зом, мы запишем эту функцию в виде у = /(п). Вот не
сколько значений этой функции:

= /(2) = аг = а1 + г, /(З) = а3 = а1 + 2г и т. д.

Пример 7. Рассмотрим функцию у = ср(х), у которой 
областью определения и областью значений ' является 
множество D всех действительных чисел, а правило соот
ветствия имеет следующий вид:

О, если хС О, 
X, если х> 0.
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Вот несколько значений этой функции:
Ф(—5) = 0, <р(—я) = 0, <р(—1) = 0, ф(0) = 0,

Ф(1)=1, ф(3) = 3, ф (я) = я, ф(100) = 100, ...

Разумеется, вместо букв х, у, f можно использовать 
и другие буквы. Например, запись й = ф(/) означает, что 
s есть функция аргумента t (или короче: s есть функция 
от t), причем правило соответствия обозначается буквой ф.

Следует подчеркнуть, что область значений функции 
представляет собой множество элементов (или чисел), 
среди которых обязательно содержатся все значения 
рассматриваемой функции. Однако в области значений 
могут содержаться и «лишние» элементы, не являющиеся 
значениями функции. Иными словами, множество значе
ний функции обязательно содержится в области значений, 
но не обязательно совпадает с ней. Так, в примере 3 
значениями функции являются лишь положительные числа, 
тогда как область значений есть множество всех дейст
вительных чисел. Несовпадение множества значений 
функции и области значений можно видеть также в при
мерах 4 и 7.

В заключение рассмотрим еще одно (четвертое!) пони
мание слово «функция», являющееся для школьного курса 
математики наиболее важным. Именно, функцией назы
вают произвольное выражение, содержащее аргумент х, 
а также знаки действий и числа. Например, функциями 
(в этом смысле) являются

У = хг+1,
 х(х2-|- 1)

X
у = \х— 1 I,

у = 1 + X,
У = К—(Х-2)2 (х+1)2(х + 5)2.

(2)
(3)
(4)
(5)

(6) 
(7)

Почему же такие формулы называют «функциями» и не 
противоречит ли это понимание функции сказанному выше? 
Связь со сказанным выше устанавливается следующим 
соглашением, которого мы всюду в дальнейшем будем 
придерживаться:

Если функция задана в виде равенства, в левой части 
которого стоит у (или другая буква, обозначающая фуик-
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ціно), а в правой части стоит некоторое выражение, со
держащее аргумент X, а также знаки действия и числа 
(причем область определения не указана), то принято 
считать, что

1) за область значений принимается все множество D 
действительных чисел;

2) за область определения принимается множество 
всех тех действительных чисел, при подстановке которых 
вместо х выполнимы (в множестве действительных чисел) 
все действия, указанные в правой части;

3) если число а принадлежит области определения, то 
значение функции при х — а равно числу, получающемуся, 
если в правую часть подставить х = а и произвести ука
занные действия.

Итак, задание функции формулой содержит в себе и 
указание области определения,, и задание правила соот
ветствия.

Пример 8. Найти область определения функций (2) 
и (3); определить, совпадают ли эти функции.

Решение. Действия, указанные в правой части ра
венства (2), выполнимы при любом действительном зна
чении X, т. е. областью определения функции (2) является 
все множество D действительных чисел (или, иначе, бес
конечный интервал —оо < X < оо). Функция (3) опреде
лена для всех действительных чисел X, кроме X — Q, т. е. 
область определения этой функции получается выбрасы
ванием (или, как еще говорят, «выкалыванием») из мно
жества D точки х = 0. Можно описать область определения 
функции (3) и иначе: она представляет собой объединение 
двух бесконечных интервалов (—оо, 0) и (0, оо).

Заметим, что при любом %=/=() значения функций (2) 
и (3) совпадают. Тем не менее (2) и (3)—различные 
функции, так как их области определения не совпадают.

Пример 9. Найти области определения функций (5), 
(6). (7).

Решение. Функция (5) определена для всех значе
ний аргумента, кроме % =—2. Таким образом, область 
определения этой функции получается выкалыванием из 
числовой оси точки х = —2; иначе говоря, эта область 
определения является объединением двух бесконечных 
интервалов (—оо, —2) и (—2, оо).

Область определения функции (6) состоит из всех то
чек, для которых подкоренное выражение неотрицательно, 
т. е. эта область определения задается неравенством
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1+х^О, или х^— 1. Иначе говоря, область определе
ния функции (6) представляет собой бесконечный полу
интервал [—1, оо). Концевая точка х — — 1 этого полу
интервала принадлежит области определения.

Наконёц, область определения функции (7) состоит 
из всех значений х, для которых подкоренное выражение 
в правой части равенства (7) неотрицательно. Но если 
это подкоренное выражение отлично от нуля, то оно не
пременно отрицательно. Значит, область определения 
функции (7) состоит лишь из тех точек X, для которых 
подкоренное выражение обращается в нуль. Это будет 
при х= — 5, х = —1 и х=2. Таким образом, область 
определения функции (7) состоит лишь из трех точек: 
— 5, ■— 1 и 2.

Пример 10. Найти область определения функции

У = f (х) + gМ, где f (х) = и g (х) = У 5-х2.

Решение. Первое слагаемое f (х) определено при 
выполнении двух условий: 1) подкоренное выражение

-------- 1-------
а

1------X----
і Z

—>-

0

-------- 1------- H—----
0 1 ZVö

Область определения 
функции f(x)

Область определения 
функции у(х)

Рис. 44.

Область определения 
функции f(x)+g(x)

неотрицательно, 2) знаменатель не обращается в нуль. 
Первое условие означает, что xZ> 1; второе условие озна
чает, что х=/=2. Таким образом, область определения 
функции /(х) представляет собой объединение полуинтер
вала [1, 2) и бесконечного интервала (2, оо). Далее, второе 
слагаемое g (х) определено при5—х2^0,т.е. при — 
^¡x^Cj/5. Иначе говоря, областью определения функции 
g-(x) является отрезок [—1/5, +1^5].
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Но для того, чтобы некоторая точка х — а принадле
жала области определения функции у = f (%)+g(x)> не
обходимо и достаточно, чтобы при х = а была определена 
и функция f (x), и функция g(x). Иными словами, область 
определения функции у = /(%) + g (х) представляет собой 
пересечение областей определения функций f(x) и g(x). 
Следовательно (рис. 44), область определения функции 
y = f(x)+g(x) представляет собой объединение полуин
тервалов [1, 2) и (2, Кб].

§ 2. График функции
Выберем на плоскости прямоугольную систему коор

динат и будем откладывать на оси абсцисс значения 
аргумента х, а на оси ординат—значения функции y — f (%). 
Г рафиком функции y — f(x) называется множество всех 
точек, у которых абсциссы принадлежат области опреде
ления функции, а ординаты равны соответствующим зна
чениям функции

«/ = /(*)•
Другими словами, график функции y = f (х)—это 

множество всех точек плоскости, координаты х, у кото-

На рис. 45 и 46 приведены графики функций у = 2х-+-1 
и у = х2—2х.

Строго говоря, следует различать график функции 
(точное математическое определение которого было дано

1-77



выше) и начерченную кривую, которая всегда дает лишь 
более или менее точный эскиз графика (да и то, как пра
вило, не всего графика, а лишь его куска, расположенно
го в конечной части плоскости). В дальнейшем, однако, 
мы обычно будем говорить «график», а не «эскиз графика».

С помощью графика можно находить значение функ
ции в точке. Именно, если точка х = а принадлежит 
области определения функции y = f(x), то для нахожде
ния числа f(a) (т. е. значения функции в точке х — а) 
следует поступить так. Нужно через точку с абсциссой 
х = а провести прямую, параллельную оси ординат; эта 
прямая пересечет график функции у = f(x) в одной точке; 
ордината этой точки и будет, в силу определения графика, 
равна / (а) (рис. 47). Например, для функции /(х) = х2—2х

с помощью графика (рис. 46) находим /(— 1) = 3, / (0) = О, 
/(1) = - 1, /(2) = 0 и т. д.

График функции наглядно иллюстрирует поведение - 
и свойства функции. Например, из'рассмотрения рис. 46 
ясно, что функция у = хг — 2х принимает положительные 
значения при х<0 и при х > 2, отрицательные—при 
0<х<2; наименьшее значение функция у = х2—2х при
нимает при X— 1.

Для построения графика функции f (х) нужно найти 
все точки плоскости, координаты X, у которых удовлет
воряют уравнению y = f(x). В большинстве случаев это 
сделать невозможно, так как таких точек бесконечно 
много. Поэтому график функции изображают приблизи
тельно—с большей или меньшей точностью. Самым про
стым является метод построения графика по нескольким 
точкам. Он состоит в том, что аргументу х придают ко
нечное число значений—скажем, хх, х2, ..., хА—и со
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ставляют таблицу, в которую входят выбранные значения 
функции. Таблица выглядит следующим образом:

X *1 х2 ... Xk
У И*і) ... í(Xk)

Составив такую таблицу, мы можем наметить несколько 
точек графика функции y = f(x). Затем, соединяя эти 
точки плавной линией, мы и получаем приблизительный 
вид графика функции y = f(x).

Следует, однако, заметить, что метод построения гра
фика по нескольким точкам очень ненадежен. В самом 
деле, поведение графика между намеченными точками 
и поведение его вне отрезка между крайними из взятых 
точек остается неизвестным.

Пример 11. Для построения графика функции y=f (х) 
некто составил таблицу значений аргумента и функции:

X — 2 — 1 0 1 2

У — 1 0 1 2 3

Соответствующие пять точек показаны на рис. 48. На 
основании расположения этих точек он сделал вывод,

У
J L

3 -

2
Z/

- /
k

T /
-2 /-1 0 Í 2 >

Z
-У✓

Рис. 48.

что график функции представляет собой прямую (по
казанную на рис. 48 пунктиром). Можно ли считать этот 
вывод надежным? Если нет дополнительных соображений, 
подтверждающих этот вывод, его вряд ли можно считать
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надежным. Простой пример иллюстрирует сказанное. 
Рассмотрим функцию

Вычисления показывают, что значения этой функции в точ
ках — 2, -—1, 0, 1,2 как раз описываются приведенной 
выше таблицей. Однако график этой функции вовсе не 
является прямой линией (он показан на рис. 49). Другим 
примером может служить функция у = х-\-1 -J-sin лх; ее 
значения тоже описываются приведенной выше таблицей.

Этот пример показывает, что в «чистом» виде метод 
построения графика по нескольким точкам ненадежен.

Поэтому для построения гра
фика заданной функции, как 
правило, поступают следую
щим образом. Сначала изуча
ют свойства данной функ
ции, с помощью которых 
можно построить эскиз гра
фика. Затем, вычисляя зна
чения функции в нескольких 
точках (выбор которых зави
сит от установленных свойств 
функции), находят со
ответствующие точки графи
ка. И, наконец, через пост
роенные точки проводят кри
вую, используя свойства дан
ной функции.

Некоторые (наиболее про
стые и часто используемые)

свойства функций, применяемые для нахождения эскиза 
графика, мы рассмотрим в § 3, а сейчас разберем некото
рые часто применяемые способы построения графиков.

График функции y = \f (х)|. Нередко приходится 
строить график функции у — | f (%) |, где f (х)—заданная 
функция. Напомним, как это делается. По определению 
абсолютной величины числа можно написать

= ІН*)І = {_У
/(%), если /(%):> о, 
/(%), если f(x) <0.

Это значит, что график функции у = | f (х) ( можно полу
чить из графика функции y = f(x) следующим образом:

180



все точки графика функции у — у которых ординаты 
неотрицательны, следует оставить без изменения; далее, 
вместо точек графика функции у = /(х), имеющих отри
цательные координаты, следует построить соответствую
щие точки графика функции у — ‘—f(x) (т. е. часть гра

фика функции í/ = /(x), которая лежит ниже оси х, сле
дует симметрично отразить относительно оси х). 

Пример 12. Построить график функции г/=.|х|. 
Решение. Берем график функции у = х (рис. 50, а) 

и часть этого графика при х < 0 (лежащую под осью х) 
симметрично отражаем отно
сительно оси X. В результате 
мы и получаем график функ
ции у = |х| (рис. 50, б).

Пример 13. На рис. 51 
построен график функции 
ÿ=|x2—2х I исходя из гра
фика функции у = хг — 2х 
(см. рис. 46). Для этого часть 
графика функции у = х'1,—2х 
при 0 < X < 2 симметрично 
отражена относительно оси х.

График функции у —
=fi(x) +Л (*)• Рассмотрим 
задачу построения графика
функции у = f1 (х) + /а (х), если заданы графики функций 
У = Ъ(х) и £ = /а(х).

Заметим, что областью определения функции y = f1(x)-\- 
+f2(x) является множество всех тех значений X, для
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которых определены обе функции y = ¡\(x) и y — f2(x), 
т. е. эта область определения представляет собой пере
сечение областей определения функций f1(x) и /2(х).

Пусть точки (х„, yL) и (х0, у2) соответственно принад
лежат графикам функций у = /л(х) и y — f2(x), т. е.

= Л (^о). Уе=ЇЛхо)- Тогда точка (х0, lA + ijJ принадле
жит графику функции y=ft (х) + /2 (х) (ибо /у (х„) + /2 (х0) =

= у1-гу2), причем любая точка графика функции 
У — К(х) + К(х) может быть получена таким образом. 
Следовательно, график функции у — ft (х) + /2 (х) можно 
получить из графиков функций ÿ = f1(x) и у = /2(х) за
меной каждой точки (х0, ух) графика функции у = Л(х) 
точкой (х0, Ул + у2), где у2 = /2(х0), т. е. сдвигом каждой 
точки (х0, Ул) графика функции y = f-i,(x). вдоль оси у на 
величину у2 =/2 (х0). При этом рассматриваются только 
такие точки х0, для которых определены обе функции 
У = /лМ и у = /2(х).

Такой метод построения графика функции у = /:1 (х)+ 
+ /2(х) называется сложением графиков функций у = /л(х) 
и У = /2(х).
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Пример 14. На рис. 52 методом сложения графи
ков построен график функции

г/= х 4-sin X.
(Предполагается, что читатель знаком со свойствами три
гонометрических функций sinx, COSX, tgx, ctgx и с их 
графиками.)

§ 3. Ограниченность, монотонность, четность, нечетность, 
периодичность

1. Ограниченность. Функция /(х) называется ограни
ченной снизу, если существует такое число, а, что для 
любого значения х (взятого из области определения 
функции) справедливо неравенство /(х)>й.

Функция /(х) называется ограниченной сверху, если 
существует такое число Ь, что для. любого значения х 
(взятого из области определения функции) справедливо 
неравенство f (х) < Ь.

Функция f (х) называется ограниченной, если она одно
временно и ограничена снизу, и ограничена сверху.
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Ограниченность функции (сверху или снизу) весьма 
существенно влияет на вид и расположение ее графика. 
Если функция у = Ңх) ограничена снизу, т. е. /.(х) > <г 
для любого X из области определения функции, то tee 
точки графика расположены выше прямой у = а (рис. 53). 
Если функция г/= /(х)'ограничена сверху, т. e. f(x)<b 
для любого % из области определения функции, то все 
точки графика расположены ниже прямой у —b (рис. 54). 
Наконец, если функция y = f(x) ограничена, т. е. я</(х) < b 
для-любого X из области определения функции, то ЕСЄ 
точки графика расположены в полосе между прямыми 
у —а и у = Ь (рис. 55).

Пример 15. Построить график функции f (х) — .
Решение. Область определения функции f (х) совпа

дает со всей числовой прямой —оо <х<оо. Далее, так 
как числитель и знаменатель дроби положительны (при 
любом х), то /(х)>0 для любого X. Таким образом, 
функция f (х) ограничена снизу. Наконец, так как 1 +х-^ 1, 
то f (х) 1 для любого X, т. е. функция f (X) ограничена
сверху. Следовательно, график функции у = f(x) цели
ком расположен в полосе между прямыми у = 0 и у—і.

Легко-заметить еще одно свойство функции f (х) = :
когда X принимает большое по абсолютной величине 
значение (положительное или отрицательное), соответст
вующее значение /(х) близко к нулю. Иначе говоря, при 
перемещении далеко вправо (или далеко влево) график
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функции у = f (х) «прижимается» к прямой у = 0. Положив 
X — 0, находим f (0) = 1, так что график функции проходит 
через точку (0; 1). Учитывая все сказанное, легко при
кинуть эскиз графика (рис. 56). Находя затем еще

несколько точек графика (полагая, скажем, х=±-^-,

х = ±1, х = ±2, х=±з), мы сможем вычертить .этот 

график более точно (рис. 57).

Пример 16. Доказать, что функция/(х)= не
является ограниченной сверху.

Решение. Нужно доказать, что для любого числа b
существует (хотя бы одно) значение X из области опре
деления функции, ДЛЯ которого /(х)^Ь, Т. е.

Область определения функции (jzryp представляет
собой объединение двух бесконечных интервалов (—оо, 1) 
и (1, оо). Очевидно, что если Ь^.0, то неравенство
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1
íx-l):

■^b выполняется, например, при х = 0. Если же

b > 0, то неравенство ^2^Ь в области определения 
1 _ _ , і , і

/6 ’
функции (—-¿.--¡уд равносильно неравенству |х- ■1K

, , ікоторое выполняется, например, при Х = I -|- уд- , что 
и требовалось доказать.

Замечание. Определение ограниченной сверху 
функции (см. стр. 183), применяя обозначения гл. I, 
можно записать следующим образом. Обозначим через 
А(х, Ь) неопределенное высказывание

Л(х, 6) = {/(х) <6},
заданное на множестве всех значении х, которые входят 
в область определения функции f(x), и всех действитель
ных значений Ь. Тогда неопределенное высказывание

ß (6) = (Ѵх) Л (х, b)
задано на множестве всех действительных значений Ь. 
Это неопределенное высказывание читается так: для лю
бого X из области определения функции f (х) выполнено 
неравенство /(х)<6. Оно является именно неопреде
ленным высказыванием: при одних значениях b оно, 
возможно, истинно, при других—ложно.

Запись (36) В (6) уже представляет собой высказывание 
(а не неопределенное высказывание). Обозначим это вы
сказывание через С:

С = (36) В (6) == (36) (Ѵх) Л (X, 6),
т. е. существует такое действительное число 6, что 
для любого X из области определения функции /(х) вы
полнено неравенство f (х) < 6. Теперь определение можно 
сформулировать так: функция f (х) называется ограни
ченной сверху, если высказывание С истинно.

В противном случае, т. е. если высказывание С ложно, 
функция f (х) не является ограниченной сверху. Но если 
высказывание С ложно, то высказывание 1 С (не С) 
истинно. Применяя правила о равносильности высказыва
ний, сформулированные на стр. 19—20, можно записать;

ПС - -1 (36) В (6) S (V6) О (В6)ХѴ6Л (Ѵх) Л (X, 6) ==
= (Ѵ6) (Зх) П Л (X, 6).
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Итак, функция /(х) не является ограниченной сверху, 
если для любого действительного числа ¿существует 
(хотя бы одно) значение х из области определения функ
ции, для которого f(x)^b. Это определение и приведено 
в начале решения примера 16.

2. Монотонность. Функция называется возрастающей . 
на некотором интервале (целиком содержащемся в области 
определения этой функции), если при увеличении аргу
мента (на этом интервале) увеличивается значение функ
ции; функция называется убывающей на некотором ин
тервале, если при увеличении аргумента значение функции 
уменьшается.

Другими словами, функция у = f (х) называется возра
стающей на интервале а < х < b (целиком содержащемся 
в области определения этой функции), если для любых Хр

х2, удовлетворяющих неравенствам а < хх < х2 < Ь, выпол
няется неравенство /(хх)</(ха); аналогично, функция 
у — f (х) называется убывающей на интервале а < х < Ь, 
если- для любых Xj, х2, удовлетворяющих условиям 
a <х1<х2<Ь, выполняется неравенство f (xj > f (х2).

Если функция у = f (х) является на интервале а < х <Ь 
возрастающей или убывающей, то она называется моно
тонной на этом интервале, а сам интервал а < х < b 
называется интервалом монотонности функции y = f(x).

Возрастание функции на интервале а < х < b означает, 
что на этом интервале график функции поднимается вверх 
при возрастании х (рис. 58), а убывание означает, что 
график опускается вниз при возрастании х (рис. 59).
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Функция г/ = х3—3%; график которой изображен на рис. 60, 
не является ни возрастающей, ни убывающей на всей 
числовой прямой. Однако точками % = — 1 и х— 1 вся 
числовая ось разбивается на три интервала: (—оо, —1),

(—1,1), (1, оо), каждый из которых является интервалом 
монотонности этой функции. Рис. 60 иллюстрирует тот

факт, что на интервалах (—оо, —1) и (1, оо) эта функ
ция возрастает, а на интервале (— 1, 1) убывает. Ана
логичным свойством обладают все функции, встречаю
щиеся в курсе математики средней школы: область
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определения каждой из них может быть разбита на 
интервалы монотонности.

Пример 17. Функция у = 2х + 1 (рис. 45) возрастает 
на интервале (—оо, оо), т. е. на всей оси х. Функция 
у — хг—2х (рис. 46) не является возрастающей или убы
вающей на всей числовой оси. Однако точка х~ 1 раз
бивает числовую ось на два интервала (—сю, 1) и (1, оо), 
каждый из которых является интервалом монотонности 
этой функции: на интервале (—оо, 1) функция у = х2—2х 
убывает, а на интервале (1, оо) возрастает.

Пример 18. Доказать, что .функция f(x) =
возрастает на интервале (0, 1) и убывает на интервале 
(1, оо).

Решение. Согласно определению нужно доказать, 
что: 1) при 0 < хг < х2 < 1 выполняется неравенство 
fM <f(x2), т.е.

2xt . 2x2 ~
,1+4 1+4 ’

и 2) при 1 < X, < x2 выполняется неравенство f (xx) > 
> f (x2), T. e.

2*2
і +4 i+4

Рассмотрим разность 
/(xj—/(xa) =
_ 2x¡ 2x2 2 (x, + х,х% — х2 — xfx2) _ 2 (х2 —х2) (х,хг — 1)

1+4 1+4 (і+*ї)(і+*г) (l+*ï)(l+4)

Отсюда видно, что если ха>х1, то знак разности /(xj— 
—/(х2) совпадает со знаком выражения х2х2—1.

Если 0 < xt < х2 < 1, то XjX2 < 1, XjX2— 1 < 0 и по
тому /(х1)—/(х2) < 0, т.е. /(х1)</(х2). Если же 1<х2< 
<х2, то хххг> 1, ххх2 — 1 >0 и потому / (хх) —/(х2) > 0, 
т.е. /(XJ > /(х2), что и требовалось доказать.

Пример 19. Доказать, что функция f(x) = x*—х2 
не является монотонно возрастающей на интервале (—2, 2).

Доказательство. Согласно определению нужно 
доказать, что существуют хх и х2, удовлетворяющие усло
виям—2 < хх < ха < 2 и /(хх) ^/(х2).

Замечая, что в точках хх = 0 и х2=1 функция ^(х) = 
=х4—х\обращается в нуль, получаем равенство f(xj = 
= /(х2) = 0, которое и доказывает требуемое утверждение.
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3. Четность и нечетность. Функция у — f(x) назы
вается четной, если она обладает следующими двумя 
свойствами: 1) область определения этой функции сим
метрична относительно точки О (т. е. если точка а при
надлежит области определения, то точка —а также при
надлежит области определения); 2) для любого значения х, 
принадлежащего области определения этой функции, 
выполняется равенство /(х) = /(—х).

Функция y—f(x) называется нечетной, если: 1) область 
определения этой функции симметрична относительно 
точки О; 2) для любого значения х, принадлежащего 
области определения этой функции, выполняется равен
ство / (х) = —f (—х).

Без труда проверяется, что функция у = | х| является 
четной. Точно так же функция у — х2'1 четна, а функция 
г/ = х2п+1 нечетна (при любом целом п). Без труда прове
ряется также, что сумма, разность, произведение и частное 
двух четных функций снова являются четными функ
циями. Далее, сумма и разность двух нечетных функций 
являются нечетными функциями. Наконец, произведение 
и частное двух нечетных' функций являются четными 
функциями, а произведение и частное четной и нечетной 
функций являются нечетными функциями. Доказательство 
всех этих утверждений мы предоставляем читателю.

Из сказанного следует, например, что многочлен, у 
которого все показатели четны, является четной функ
цией, а многочлен, у которого все показатели нечетны, 
является нечетной функцией. Так, функция г/ = х4+2х2—1 
четна, а функция х3—Xі. нечетна. В качестве других 
примеров четных функций можно взять следующие:

1 IXI + 1
У хі+1 . У i _|_Х2 +1 х J .

у = і/х* — |х|(хв— 2х4 + Зх2 + 5) и т. п., 
а в качестве примеров нечетных функций можно взять 

у=^+1х>у=^^.і у = Х->—у__- ИТ. П.

Не следует думать, что всякая функция непременно 
является или четной или нечетной: существуют функции, 
не являющиеся ни четными, ни нечетными.

Пр имер 20. Доказать, что функция /(х) = 2х+1 
не является ни четной, ни нечетной. •'
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Решение. Областью определения этой функции 
является вся числовая ось, т. е. условие 1) в определении 
четной и нечетной функций выполнено. Чтобы дока
зать, что функция f(x) не является четной, мы должны 
поэтому доказать, что условие 2) в определении четной 
функции не выполнено, т. е. что существует (хотя бы 
одно) значение х, для которого /(х)#=/(—%). Возьмем 
х=1. Тогда /(1) = 3, /(—1) = — 1, т.е. 1).
Таким образом, функция /(х) не является четной. Ана
логично, так как /(1)=#—f (—1), то функция /(х)=2х-)-1 
не является нечетной.

Замёчание. Разобранный пример показывает, что 
высказывание «функция /(%) нечетна» не является отри
цанием высказывания «функция f(x) четна». Иначе гово
ря, высказывания «функция f(x) нечетна» и «функция 
f (х) не является четной» означают не одно и то же. Чтобы 
выяснить логическую структуру этих утверждений, пред
положим, что дана некоторая функция f(x), и рассмот
рим следующие высказывания:
А = {область определения функции /(х) симметрична

относительно точки О};
в (X) {/=(*) = f (-Х)}, с (X) = {/ (X) = -f <—X)}

(переменные высказывания В (х) и С (х) рассматриваются 
для тех X, для которых обе точки X, —X принадлежат 
области определения функции /(х)). Далее, через Р обо
значим высказывание {функция /(х) четна}, а через N— 
высказывание {функция /(х) нечетна}. Тогда определе
ния четности и нечетности могут быть записаны так:

Р = А Л ((Ѵх) В (х)),
' УѴ = АД((Ѵх) С(х)).

Высказывание “IР = {функция / (х) не является четной}, 
согласно правилам на стр. 32, может быть записано сле
дующим образом:
ІР = 1 ( А Л ((Ѵх) В (X))) === ("1 А) V "1 (Ѵх) В (X) =

ss ("I А) V ((Эх) "IВ (х)).
Итак, высказывание «функция /(х) не является четной» 
означает, что либо область определения функции f(х) 
несимметрична, либо же существует такое х, что /(х)#= 
=И=/(—х). Именно эта форма высказывания и была 
использована в примере 20 при доказательстве того, что 
функция f (х) = 2х-(- 1 не является четной.
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Четнссть или нечетность функции весьма существенно 
сказывается на форме графика этой функции.. Именно, 
имеют место следующие две теоремы:

Теорема 1. Г рафик четной функции симметричен 
относительно оси у.

Доказательство. Пусть точка (х0; ув) принадле
жит графику четной функции y — f(x), т. e. y9 = f(x0). 
Точка, симметричная с точкой г/ = /(х) относительно оси у, 
имеет координаты (—х„; уа). Надо доказать,' что точка 
(—-<оі i/o) принадлежит графику функции y = f(x), т. е.

доказать, что у0 = /(—хо). Но это следует из определения 
четной функции: /(—х„) = / (х0) —1/„.

В качестве упражнения предлагается аналогичными 
рассуждениями доказать следующую теорему.

Теорема 2. График нечетной функции симметри
чен относительно начала координат (0; 0).

Замечание. Из этих теорем следует, что для 
построения графика четной функции достаточно построить 
часть графика этой функции для х 0, а затем ' постро
енную часть графика симметрично отразить относительно 
оси у, т. е. для каждой точки графика с абсциссой х > 0 
построить точку, симметричную ей относительно оси у. 
В частности, таким способом можно построить график 
функции у = f (I хI), так как функция f (| х |) .является 
четной. Для построения графика нечетной функции доста
точно построить часть графика этой функции для х 0,
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а затем построенную часть графика симметрично отра
зить относительно точки (0; 0), т. е. для каждой точки 
графика с абсциссой х > 0 построить точку, симметричную 
ей относительно начала координат. (Заметим, что для 
осуществления симметрии некоторой кривой относительно 
начала координат можно поступить следующим образом: 
сначала данную кривую К симметрично отразить отно
сительно оси ординат, а затем полученную кривую K' 
симметрично отразить относительно оси абсцисс, рис. 61.)

Пример 21. Построить график функции у=х-— 2|х|.
Решение. Заметив, что эта функция четная, сначала 

построим часть ее графика при xZ^ 0. При этих значениях

X мы имеем г/ = ха—2 ¡x| = xa—2х, и потому искомая часть 
графика—это часть параболы рис. 46 при х^О. Затем 
построенную часть графика симметрично отражаем отно
сительно оси у (рис. 62).

Пример 22. Построить график функции у = ^.

Решение. Функция У = ~ц обладает следующими 
свойствами:

1. Выражение -і- имеет смысл для любого х=#0, т. е.

областью определения функции y = -¿- является множество
всех действительных чисел, кроме точки х = 0, или, 
иначе говоря, объединение двух бесконечных интервалов 
(—°о; 0) и (0; оо).
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2. Функция у — — нечетна. Поэтому все дальнейшие 
свойства будем рассматривать только для х > 0.

3. При любом значении х>0 функция у = — прини
мает положительные значения, т. е. часть графика функ- 
ции У=— при х>0 расположена выше оси х.

4. Если 0<х1<ха, то выполняется неравенство -7- > -7- ,
Хі Лд

т. е. функция у = — монотонно убывает на интервале 
(0; +оо).

5. Если значения аргумента х неограниченно увели
чиваются, то значения функции у = — все более прибли
жаются к нулю. Если значения х приближаются к нулю, 
то значения функции У=~- неограниченно увеличиваются.

6. Вычисляя значения функции z/ = y, получаем 
таблицу

X 1
3

1
2

1 2 3

У 3 2 1 1
2

1
3

На основании этих свойств строим часть графика 
функции У = у при -X > 0 (рис. 63, а), а затем построен
ную часть графика симметрично отражаем относительно 
начала координат (рис. 63, б).

Заметим, что свойства 1—6 нельзя выводить из 
рассмотрения графика (рис. 63, а), так как график стро
ился на основании этих свойств. Но из графика можно 
выводить ■ некоторые свойства функции У = ~- для X < 0. 
Например, из рассмотрения графика (рис. 63, б) ясно, 
что функция г/ = у монотонно убывает на интервале
(—оо; 0); далее, ясно, что при х<0 функция у — -±г при
нимает отрицательные значения; легко обобщается 
для значений х < 0 и сформулированное выше свой
ство 5.
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4. Периодичность. Функция y = f(x) называется перио
дической, если существует такое число Т > 0, что для 
каждого значения х из области определения этой функции 
значения х+Т и х—Т также принадлежат области опре
деления и выполняется равенство f (х + Т) — f (х). При 
этом число Т называется периодом функции y^=f{x).

Из этого определения следует, что

/(х + 2Г) = /[(х + Г) + Г]=/(х + 7’) = /(х), 
f (X + 37) = f [(X + 2Т) + Г] = f (X + 2Г) = f (X),

/(х) = /[(х-Т) + Т]=/(х-?) 

и т. д. Отсюда, используя метод математической индукции,

а.) б)

Рис. 63.

получаем, что для любого п = 0, ¿1, ±2, выпол
няется равенство f(x + nT")~f(x). Таким образом, каж
дое из чисел пТ(п=1, 2, 3, .¡.) также является перио
дом функции f(x).

Мы предполагаем, что читатель хорошо знаком с пе
риодическими функциями sinx, COSX и tgx.

Пример 23. Доказать, что функция Ңх)~-^
является периодической с периодом 2л.

Решение. Область определения рассматриваемой
функции получается выбрасыванием из числовой оси тех 
точек, в которых знаменатель обращается в нуль, т. е.
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точек —y + 2/гя (k — целое). Отсюда видно, что если
точка X принадлежит области определения рассматрива
емой функции f(x), то точки х + 2я и X—2л также при
надлежат этой области определения. Остается проверить, 
что выполнено равенство f (х + 2я) = f (х). Мы имеем

f (х + 2я) cos (х + 2я)
1 sin (х+2п)

cos X 
1 + sin x /(*)•

Пример 24. Доказать, что функция f (х) = | sin х | яв
ляется периодической с периодом я.

Решение. Область определения функции /(х)— 
вся числовая ось. Поэтому для любого х точки х + я и 
X — я принадлежат области определения. Остается прове
рить, что выполнено равенство f (х + я) = f (х). Мы имеем

f (х + я) = I sin (х + л) I = I — sin XI = I sin XI = / (х).

Пример 25. Найти наименьший период функции 
f (х) = 3 sinx ¿-sin 2х.

Решение. Пусть Т — период данной функции, т.е. 
для всех X имеет место равенство

3 sin (х + T) -J-sin 2 (х + Т) = 3 sin x + sin 2х.

В частности, отсюда при х = 0 имеем
3sin Т + sin 2Т = 0, или sin? (3 + 2cos T) =0.

Так как 3 + 2 cosT^O, то sin 7 = 0. Таким образом, пе
риодом данной функции может быть только такое число 7, 
которое удовлетворяет условию sin 7 = 0, т. е. период 
нужно искать лишь среди чисел 7 = 6л (6=1, 2,3, ...).

Непосредственной проверкой убеждаемся, что число я 
не является периодом данной функции. Например, при 
х = у имеем

f (х + я) = /^-2- + я^ = Ззіп^-г5- + л) + sin 2^-g + я^ = —З,

f (*) = f (-J) = 3 sin y + sin 2 • y = З,

т. e. f (х + я) + f (x). Число 2я я в д я e тс я периодом дан
ной функции, так как для любого х имеем

3 sin (х + 2я) + sin 2 (х + 2л) — 3 sin х + sin 2х.
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Итак, T = 2п—наименьший период функции 
f(x) = 3sinx-(-sin2x.

Нередко поступающие в вузы допускают ошибки при 
решении задач вида: доказать, что некоторая функция 
не является периодической. В связи с этим полезно 
разобрать логическую структуру определения периодич
ности. Пусть дана некоторая функция f(x). Область ее 
определения обозначим через А. Рассмотрим следующие 

-неопределенные высказывания, в которых х может при
нимать любое значение, принадлежащее множе
ству А, а Т — произвольнее положительное число:

В (х, Г) = {точка х + Т принадлежит множеству Л},
С (х, Т) = {точка X—Т принадлежит множеству Л},
D(x, T)^{f(x + T) = f(x)}.

Согласно определению функция f(x) называется периоди
ческой, если существует такое положительное число Т, 
что для любого X (из множества Л) справедливы вы
сказывания В (х, Т), С (х, Т) и D (х, Т). Иначе говоря, 
высказывание

Р = {функция / (х) является периодической}- 
может быть записано в следующем виде:

Р ss (ЭГ) (Ѵх) (ß (x, T) А С (x, T)/\D (X, T)).
Каким же образом убедиться в том, что функция f (х) 

не является периодической, т. е. что истинно высказыва
ние Iß? Согласно правилам на стр. 32 высказывание 
1 Р можно записать следующим образом:
1Р = 1 (ЗТ) (Ѵх) (ß (X, Т) А С (X, T) A D (X, T))

(VT) Ì (Ѵх) (В (X, T) A с (X, T) A D (X, T)) =
= (VT) (Эх) Ì (В (X, T) АС (X, T) AD (x, T)) =
= (VT) (Эх). ((Ì B (x, T)) V (1C (x, T)) V ("ID (x, T))).

Иначе говоря, для того чтобы убедиться, что функция 
f (х) не является периодической, нужно установить сле
дующее: для любого Т > 0 найдется такое х (из 
области определения функции f(x)), что не будет выпол
нено хотя бы одно из указанных выше условий 
ß(x, Т), С (x, T), D(x, Т).

Пример 26. Доказать, что функция /(x)=sin —не яв
ляется периодической. •
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Ре-шен ие. Область определения получается выкалы
ванием из числовой оси точки х = 0. Пусть Т — произ
вольное положительное число. Так как —Т#=0, то точка 
х„ ——Т принадлежит области определения функции. 
В то же время -точка ха + Т = (—T) + T = Q не принад
лежит области определения. Итак, для лю бого Т>0 
существует такое х — х0 (из области определения функции 
f (х)), что точка х + Т не принадлежит области опреде
ления. Следовательно, функция /(x) = siny не является 
периодической.

Пример 27. Доказать, что функция /(х) = х3 не яв
ляется периодической.

Решение. Областью определения является вся чи
словая прямая. Поэтому для любого Т точки х + Т и 
х—Т принадлежат области определения. Значит, у нас 
есть единственная возможность установить, что функция 
f (х) не является периодической: нужно доказать, что 
для любого Т > 0 существует (хотя бы одно) значение х, 
для которого f(x + T)=£f(x). Легко видеть, что в качестве 
такого X можно взять, например, х = 0. Тогда /(х) — 
=/(0) = 0, f(x + T) = f(T) = T3>0, т.е. /(х + Г)=#/(х).

Рассмотрим теперь вопрсс о псстроении графика 
периодической функции. Пусть функция z/ = /(x)—пе
риодическая с периодом Т. Если точка (х„, у0) принад
лежит графику этой функции, т. e. y0 = f {xt), то точки 
(х„ + пТ\ z/o) (ft = ± 1. і 2, ... ) также принадлежат этому 
графику, так как f (xa + nT) = f (ха) = у0. Значит, для по
строения графика периодической функции достаточно по
строить часть ее графика, расположенную над каким-ни
будь отрезком а^х^а-\-Т, и тогда весь график получа
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ется сдвигом построенной части вдоль сси X на отрезки 
±Т, ±27\ ... (рис. 64).

Пример 28. Построить график функции 
у = Ktg X.

Решение. Рассматриваемая функция определена на 
бесконечном числе полуинтервалов kn^Lx <у + £л (Æ=0,
± 1, ±2, ...). Поэтому, если X принадлежит области 
определения, то точки х + л и X—п также принадлежат 
области определения. Далее, для любого значения х, 
принадлежащего области определения этой функции, 
выполняется соотношение Ktg (х + л) = j/tgx. Таким об
разом, функция ÿ = Ktgx — периодическая с периодом л. 
Поэтому все дальнейшие свойства достаточно рассматри
вать только на полуинтервале 0^х<у.

Ясно, что функция £/=Ktg X при х=0 принимает значе
ние 0 и монотонно возрастает на полуинтервале 0^х<у . 

При этом, если значения х приближаются к у , оставаясь

меньше у, то значения функции у = j/ìgx неограниченно
увеличиваются. Воспользовавшись для большей точности 
следующей таблицей:

X 0 я
6"

я
т

я
"3

У 0
1

1 Г*

мы теперь легко можем начертить часть графика функции 
г/ =}/tg% на полуинтервале О^х <у (рис. 65). Затем
сдвигом вдоль оси X на kn (k — ± 1, ± 2, ... ) мы получим 
весь график рассматриваемой функции.

Итак, для построения графика функции рекомендуется, 
по возможности, изучить следующие ее свойства:

1) область определения;
2) множество значений (в частности, ограниченность);
3) четность или нечетность;
4) периодичность;
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5) монотонность;
6) поведение функции при приближении аргумента 

к граничным точкам области определения функции;
7) интервалы, на которых функция положительна или 

отрицательна.
Для большей точности построения следует вычислить 

значения функции в нескольких точках (при этом жела
тельно найти точки пересечения графика с осями коор
динат).

При решении конкретных задач приведенный выше 
рецепт для построения графика не всегда является самым 
рациональным. В следующих параграфах рассматриваются 
некоторые случаи, когда график .функции может быть 
псстроен преобразованием ранее известного графика. При 
этом нередко удается выводить некоторые свойства функ
ции из ее графика.

§ 4. Композиция функций

Рассмотрим некоторую функцию у = /(%), областью 
определения которой является множество А. Разумеется, 
вовсе не обязательно обозначать аргумент этой функции 
именно буквой X, а саму функцию именно буквой у. 
Наприйер, запись будет означать, что рассматрива
ется та же функция f (с той же областью определения Л), 
но только ее аргумент обозначается буквой t, а сама 
функция—буквой s. Нередко под знак функции подстав
ляется вместо аргумента не только другая буква, но 
какое-либо более сложное выражение. Например, если
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задана некоторая функция г/ = /(х), то запись
означает, что надо проделать те действия, которые пре
дусматриваются правилом соответствия /, но только эти 
действия надо проделать не над аргументом х, а над 
выражением ¿2+1

Пример 29. Пусть /(х) = ^т; найти

Решение. Нам нужно в обе части равенства f(x) = 
= вместо X подставить выражение . Мы полу
чаем f t у /2

f (-L\ - u2^1/ _ (<2+ir- 
1 b2+U ( t \~ z+/2+i •

^2+lJ + 1 Z2+,

Так как t2 +1 0, то мы можем умножить числитель
и знаменатель последней дроби на (Z2-}-1)2, после чего 
получим

f (її+Г) = (/2-И + 1)(/2+1) '

В разобранном примере под знак функции f вместо 
аргумента х была подставлена функция нового аргу
мента t, а именно % —• В общем случае такую под
становку можно описать следующим образом. Пусть f и 
g—две функции. Подставив под знак функции y — f(x) 
вместо аргумента х функцию x = g(t), мы получаем новую 
функцию y = f(g(t)), в которой аргументом является t. 
Функция y = f (g(t)) называется композицией (а иногда 
также суперпозицией) функций f и g.

Пример 30. Объем конуса постоянной высоты Н 
является функцией от площади основания конуса: у = 
= /(х) =у Нх. В свою очередь площадь основания конуса
есть функция от радиуса основания: х = g(t) = nt2. Зна
чит, композиция этих функций дает зависимость объема 
конуса от радиуса основания:

у=КёѴ))=^пНі2.

Весьма важным является вопрос о том, какова область 
определения” функции y = f(g(t)), являющейся компози-
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Нией двух данных функций f и g. Ясно, что если t не 
принадлежит области определения функции g, то выра
жение /(§(/)) не определено: ведь чтобы вычислить это 
выражение, мы должны сначала найти g(t). Однако, 
даже если t принадлежит области определения функции 
g(t), выражение f(g(t)) может все же не иметь смысла: 
это будет тогда, когда значение x = g(¿) не принад
лежит области определения функции f(x). Итак, область 
определения функции у = /(^(0) содержится в об
ласти определения функции g(t), но может не совпадать 
с ней.

Пример 31. Пусть у = f (х) = г x = g(/) = /2 + 1.
Найти вид и область определения функции y = f(g(t)).

Решение. Областью определения функции g(t) 
является все множество D действительных чисел. Мы
имеем

g (0+1
g(0-2

(Z2+l)-|-l Z2+2
(*2-Ы) —2~ /=—1 — —l)(/ + l) *

Из этого выражения видно, что область определения 
функции у = /(§■(()) получается выкалыванием из мно
жества D двух точек t— — 1 и t—i. Таким образом, 
область определения функции f(g(t)) не совпадает с об
ластью определения функции g(t).

Нередко при решении задач используются выражения 
такого вида: «в функции f (х) заменим х на g(x)» или 
«в функции / (х) вместо X подставим g(x)». Смысл этих 
выражений заключается в том, что рассматривается функ
ция y — f(g(x)). Иными словами, рассматривается компо
зиция функций у = f (х) и x = g(t), т. е. функция у = 
= í(g(.tYh 11 в этой функции аргумент обозначается не 
через /, а снова через х; в результате мы и получаем 
новую • функцию y = f(g(x)). Для сокращения речи не 
говорят «рассмотрим функцию í/ = /(g(0) и обозначим 
ее аргумент не через t, а через х», а применяют 
указанные выше более короткие фразы. Разумеется, 
при рассмотрении композиции y = f(g(x)) надо всег
да внимательно следить за областью определения этой 
функции.

Пример 32. В функции f(x) = ^¡-^ вместо х подста

вить —í-r.
X—1
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Решение. Мы должны рассмотреть функцию 
f “у) ■ Имеем

Х -L9 Зх~2 fi X \ Х-1^ Х-1

Х-1 х — 1

Область определения этой функции получается из 
множества D всех действительных чисел выкалыванием 
точки х=1, т. е. эта область определения является 
объединением двух бесконечных интервалов (—ОО, 1) 
и (1, оо). Если X принадлежит этой области определе
ния, т. е. Х#= 1, ТО X—1#=0 и потому можно умножить 
числитель и знаменатель дроби на х—1:

f(Ä)~V=3*-2-

Итак, функция не определена в точке х=1;
во всех остальных точках она совпадает с функцией 
у=3х—2. Более коротко это можно записать формулой:

f(’x _ (Зх—2)(х—1)
'[х-IJ х—1

Пример 33. Определить вид функции f(х), если
известно, ЧТО f = х2 + 2х (при х=/= 1).

4 2х ’ 1Решение. Обозначим (при xy^l) j- = Тогда

2х+1 = /(х—1) и потому Следовательно, если

t=¿= ¿, то, полагая х = у—и проводя вычисления в об

ратном порядке, мы найдем t =■ Заменяя теперь

в данном нам равенстве f =*2 + 2х аргумент х на

(что возможно при любом /#=2), мы получим

Обозначая t через х, получаем

= (ИР11 х^2)- (8)
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Замечание. Поставленное в скобки указание «при 
х=/=2» является в формуле (8) существенным. В самом 
деле, функция, стоящая в правой части равенства (8), 
в точке х = 2 не определена, т. е. ее область определе
ния получается выкалыванием точки х = 2 из множе
ства D. Что же касается функции /(х), то о ее поведении 
при х = 2 мы ничего не знаем. Мы лишь установили, 
что при x=t¿«2 функция /(х) совпадает с правой частью (8). 
Определена ли функция /(х) при х=2 (и если опреде
лена, то чему равна), условия задачи узнать не позво
ляют. Поэтому написать просто

(без указания «при х=#2») у нас нет никаких оснований.
Решение примера 33 можно изложить и иначе (хотя 

до этого второго решения труднее догадаться). Ведь 
в приведенном выше решении мы заменяли X на , 
а затем в конце заменяли t на х. Значит, можно было 
просто заменить х на . Тогда решение будет выгля
деть следующим образом.

Заменим в данном равенстве х на . Мы получим

/2:
х+1 
X—2'

/ *+ 1 V I О х+ 1 
X-2J Гх-2'

Если х^=2, то числитель и знаменатель дроби, стоящей 
под знаком функции f, можно умножить на х—2, и мы 
получим

^2 (х + 1) + х- 2 _ /х-гіу , qX+1 
' х+1—(х—2) J~ \x-2j -г х-2 (при х#= 2).

Отсюда непосредственно получается равенство (8).

§ 5. Обратная функция

Пусть /(х) — некоторая функция, заданная, на отрезке 
[а, Ь]. Если эта функция не является монотонной, 
то может случиться, что двум различным значениям 
аргумента соответствует одно и то же значение 
функции. Рис. 66 дает графическую иллюстрацию этого
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утверждения:/(л1) = f(x2) — yà. Разумеется, для функции, 
график которой изображен на рис. 66, мы, как и для любой 
другой функции, можем, зная значение аргумента, одно
значно определить соответствующее значение функции. 
Однако обратный переход (от значения функции к зна
чению аргумента) здесь не является однозначным. Напри
мер, значение z/„ функция принимает в двух точках х2.

Для того чтобы обратный переход (от значения функ
ции к соответствующему значению аргумента) был одно

значным, ограничиваются 
рассмотрением монотон
ных функций. Пусть, на
пример, на отрезке [а, fr] 
задана монотонно воз
растающая функция / (х), 
причем когда х пробегает 
весь отрезок а х fr, 
значения функции f(х) 
пробегают некоторый отре
зок (рис. 67). В
этом случае каждому зна
чению функции, взятому 
из отрезка c^z/^d, со
ответствует в точности од
но значение аргумента, 
т. е. обратный переход (от 
значения функции к соот
ветствующему значению

аргумента) однозначен. То же самое будет, если рас
сматриваемая функция монотонно убывает (рис. 68) или 
если монотонная функция задана не на отрезке, а на ин
тервале (рис. 69), полуинтервале (рис. 70), луче (рис. 71) 
или на всей числовой прямой (рис. 72).

Рассмотрение обратного перехода (от значения функ
ции к соответствующему значению аргумента) и позволяет 
по исходной функции y = f(x) построить некоторую новую 
функцию, называемую обратной к исходной функции. Для 
определенности будем по-прежнему считать, что исходная 
функция у = f (х) возрастает, определена на отрезке [а, fr], 
а ее значениями служат все точки отрезка [с, d] (см. 
рис. 67). По определению обратная функция сопоставляет 
каждой точке- у0 отрезка c^z/^d ту точку х0 отрезка 
a^x^Lb, в которой исходная функция f(x) принимает 
значение у0. Если мы условимся обратную функцию
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обозначать через g, то можно ее определение сформулировать 
следующим образом: равенство x0 = g(í/0), по определению, 
означает, что в точке х0 исходная функция принимает 
значение уа, т. е. z/0 = /(%„):

(9)

Можно сказать и иначе: через g(y„) обозначается та 
точка х„ отрезка а^.х^Ь, в которой функция /(х) при
нимает значение у0, т. е.

g(ya) есть корень уравнения f(x) = y0. (10)

А мы уже знаем, что для монотонной функции этот 
корень — единственный.

Из сказанного вытекают все основные свойства обрат
ных функций и способ их отыскания.

Прежде всего заметим, что утверждение (10) можно 
записать следующим образом: чтобы найти g(y¿), надо 
решить уравнение f (х) = у0 относительно х. Заменим 
здесь буквы: вместо х поставим у, а затем вместо уа 
поставим X (ведь аргумент и функцию можно обозначать 
любыми буквами). Мы получим: чтобы найти g(x), надо 
решить уравнение f(y) = x относительно у. Это и дает 
способ нахождения обратной функции:

А. Чтобы найти функцию, обратную монотонной 
функции y = f(x), нужно поменять местами буквы х и у, 
т. е. написать x = f(y), и из полученного равенства, как 
из уравнения, найти у. Это и даст обратную функцию 
y = g(x).

Теперь рассмотрим основные свойства обратных 
функций.

Б. Если /(х)—монотонная функция, a g(x)—обрат
ная ей функция, то функция g (х) также монотонна, причем 
если f—возрастающая функция, то и g—возрастающая, 
а если f—убывающая, то и g—убывающая функция.

В самом деле, пусть f — возрастающая функция, т. е. 
при хи<х„ числа y0~f(x0) и ya — f{x'o} связаны нера
венством уа <у'о- Так как обратный переход однозначен, 
то отсюда следует, что и, наоборот, если y0<.yó, то 
x0<x¿. Поскольку xa=g(y0), x'0 = g(yó) (см. (9)), мы 
получаем: если y0<yó, то g(ya)<g(y'o). Таким образом, 
обратная функция g также является возрастающей. Ана
логично рассматривается случай убывающей функции.
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В. При переходе от функции к обратной ей функции 
область определения и множество значений меняются 
местами.

Например, если монотонная функция f (%) определена 
на отрезке [а, й], а значения этой функции заполняют 
отрезок [с, d], то обратная функция g(x) определена на 
отрезке (с, d] и ее значения заполняют отрезок [а, й].

Это непосредственно вытекает из определения обратной 
функции.

Г. Графики взаимно обратных функций f (%) и g(x) 
симметричны друг другу относительно биссектрисы пер
вого и третьего координатных углов (рис. 73).

Действительно, пусть точка (х0; г/0) принадлежит гра
фику функции y = f(x), т. е. г/0 = /(х„). Тогда х0 = £(г/0)

обратная функция g принимает значение х„. Но это озна
чает, что точка (í/„; х„) принадлежит графику обратной 
функции. Заметим теперь, что точки (х0; ?/„) и (г/0; х0) 
симметричны относительно указанной в формулировке 
биссектрисы (рис. 74). Таким образом, если некоторая 
точка принадлежит графику функции y = f(x), то сим
метричная ей точка принадлежит графику обратной функ
ции y — g(x). Аналогично доказывается и обратное: если 
точка принадлежит графику функции y = g(x), то сим
метричная ей точка принадлежит графику функции 
y = f(x).

Д. Для любого X, принадлежащего области определе
ния функции f(x), справедливо соотношение g(f(x)) = x-, 
точно так же для любого х, принадлежащего области
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определения обратной функции g(x), справедливо соотно
шение f (g (х)) = X.

В самом деле, пусть х0—точка, принадлежащая 
области определения функции y = f(x), а у0—соответст
вующее значение функции, т. е. г/0 = /(%„). Тогда х0 = 
— g (уо) (см. (9)). Подставив в последнее равенство вместо 
Уа его значение 7(х0), получаем х0 =g(y0) = g(f (х0)). 
Таким образом, для любой точки х„ из области опреде
ления функции f(x) справедливо равенство x0=g(f(x0)). 
Аналогично доказывается равенство f (g (х)) = х.

Пример 34. Для функции у = 3х—5 найти обрат
ную функцию.

Решение. Данная функция /(х) = 3х—5 является 
возрастающей и определена на всей числовой прямой. 
Для нахождения обратной функции y — g(x) надо, со
гласно А, поменять в равенстве у = 3х—5 буквы х и у 
местами, т. е. написать х = 3у—5, и решить это уравне-

х4-5ние относительно у. Решая, легко находим у — —.О
Таким образом, обратной является функция g{x) = ^~-.О

На этом примере легко проследить выполнение свойствд. І g
Б—Д. Обратная функция у = —является возрастаю
щей, как и исходная функция f (х) (ср. Б). Свойство В 
в данном случае тривиально: обе функции /(х) и g(x)
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определены на всей числовой прямой и принимают все 
действительные значения. Рис. 75 дает иллюстрацию 
свойства Г. Наконец, легко проверяется и свойство Д:

g(ÍM).ímí=í2i^=Jl,

íteW)=3.g(x)-5=3-tp-5=x.

• Пример .35. Найти обратную функцию для у — Кх?
Решение. Функция f(x) — )fx (арифметический 

корень) определена при х^О и принимает неотрица
тельные значения, т. е. и областью ее определения и 
множеством значений служит бесконечный полуинтервал
[О, оо). Для нахождения обратной функции у — g(x) 
надо, согласно А, поменять в равенстве у = ]ґх буквы 
X и у местами, т. е. написать х = |Лгд и решить уравне
ние относительно у. Решая, находим у = хг\ при этом 
следует помнить, что функцию г/= х2 мы должны рас
сматривать лишь при х^О, так как множеством значе
ний исходной функции £/ = /(х) был полуинтервал [0, оо). 
Итак, обратной для функции у = }/~х является функция
у = X, рассматриваемая 
лишь при х^О (рис. 76).

Пример 36. Рассмо
трим теперь функцию у =
= Xa при х^О. Какая 
функция является обрат
ной к ней?

Решение. Исходной 
является функция f (х) = X2 
при х^О. Ее областью 
определения является бе
сконечный полуинтервал 
(—оо, 0], а множеством 
значений — бесконеч н ы й 
полуинтервал [0, оо). Зна
чит, согласно свойству
В, обратная функция y — g(x) будет определена на по
луинтервале [0, оо) и будет принимать значения на 
полуинтервале (—оо, 0]. Найдем теперь эту обратную 
функцию. Для этого, согласно А, надо в равенстве 
у — х2 поменять местами буквы х и у, т. е. написать
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х = у2, и решить это уравнение относительно у. Решая, 
находим два корня: у = ±Ух. Однако, вспоминая, что 
обратная функция должна принимать значения на полу
интервале^—со, 0], мы должны оставить лишь значение 
у =— У X. Итак, обратной для рассматриваемой функции 
является функция g(x) = — У X (рис. 77).

Этот и предыдущий примеры весьма поучительны: они 
показывают, что при. рассмотрении обратных функций 
надо всегда помнить об области определения и множестве 
значений. Мы еще встретимся с этим ниже, при рассмот
рении обратных тригонометрических функций.

В заключение заметим, что монотонность исход
ной функции у — f (%) в действительности не является 
необходимым условием для возможности рассмотрения 
обратной функции. Для возможности определения обратной 

функции необходимо и до
статочно, чтобы обратный 
переход(от значений функ
ции к значениям аргу
мента) был о д и о з н а ч- 
н ы м, т. е. чтобы каждо
му значению функции со
ответствовало лишь од
но значение аргумента. 
Монотонность является до
статочным условием для 
этого, т. е. для монотон
ной функции обратный пе
реход всегда однозначен. 
Но существуют и другие 
функции (не являющиеся

монотонными), для которых обратный переход однозна
чен и для которых, следовательно, можно найти обрат
ную функцию.

Пример 37. Найти обратную функцию для у — —í-¡-.X-f- I
Решение. Исходная функция / (%) = имеет в ка

честве области определения множество D с выколотой 
точкой х =—1, т. е. объединение двух бесконечных 
интервалов (—оо, —1) и (—1, оо). Эта функция не явля
ется монотонной. Например, /(—2)>/(—у) (так 
что функция f не является возрастающей) и в то же время
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fÇ—< f (1) (так что функция f не является и убы
вающей). Однако обратный переход здесь однозначен. 
В самом деле, освобождаясь в соотношении y = -¡^-^ от
знаменателя, мы получим уравнением е р в о й степени 
относительно х; значит, для любого у найдется не более 
чем одно соответствующее значение X.

Для нахождения обратной функции y = g(x) надо, 
согласно А, поменять в равенстве у = -^ц буквы х и у

местами, т. е. написать х = ^у, и решить это уравне
ние относительно у. Освобождаясь от знаменателя, нахо
дим х(у+\) = у, откуда í/ = j72^. Итак, обратной для

/(х) является функция g (X) = y~¡. • Ее область опреде
ления получается выкалыванием точки х = 1 из множе
ства D. На рис. 78 показан график функции / (х) (сплош
ная линия) и обратной функции g(x) (пунктир).
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§ 6. Обратные тригонометрические функции

Рассмотрим функцию y = sinx. Эта функция, рассмат
риваемая на всей числовой прямой —оо<х<оо, не 
является монотонной. Поэтому, чтобы говорить об обрат
ной функции, мы прежде всего должны выделить уча
сток монотонности функции у = sin X. Одним из участков 
МОНОТОННОСТИ ЭТОЙ функции является отрезок —yjgCx^L у .
На этом отрезке мы и будем рассматривать функцию 
í/ = sinx, т. е. в качестве исходной функции у = f (х) мы 
возьмем функцию z/ = sinx, рассматриваемую на отрезке 
— ysSCx^y. Обратная ей функция обозначается через
arcsin X. Таким образом, из А—Д вытекают следующие 
свойства функции arcsin х.

Соотношение а — arcsin а означает, что выполнены 
соотношения —у^а=^ 9-, sin а = а:

' 2" х 2*

{а = arcsinа} — y^a^yj- A{sinа = а}.
Функция arcsinX определена на отрезке—1:0^1 

является монотонно возрастающей, ее значения запол
няют отрезок —y<í/<y .
График функции у = arcsin х 
показан на рис. 79. Наконец, 
для любого X, принадлежа
щего отрезку —1<х<1, 
справедливо соотношение 
sin (arcsin х) = X, а для любого 
X, принадлежащего отрезку 

справедливо
соотношение arcsin (sin х) = х.

Это и дает полный пере
чень основных свойств функ
ции arcsin X. Все эти свой

ства вытекают из общего определения обратной функции
(см. свойства А—Д на стр. 208—209).

Пример 38. Найти значение выражения arcsin (sin 3). 
Решение. При решении примеров подобного типа

школьники и поступающие в вузы нередко допускают 
стандартную ошибку: пишут arcsin (sin 3) = 3. Причина 
этой ошибки — использование соотношения arcsin (sin х)=х
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без учета того факта, что оно имеет место лишь при 
— у . Так как число 3 не принадлежит указан
ному отрезку, то ясно, что ответ ошибочен.

Для правильного решения нужно, пользуясь форму
лами приведения, заменить sin3 синусом другого угла х, 
удовлетворяющего неравенствам —у х у. Мы имеем 
(на основании формулы sin а = sin (л—а))

sin 3 = sin (л — 3)
и потому

arcsin (sin 3) = arcsin (sin (л—3)).

В то же время число л—3 « 0,14 удовлетворяет нера
венствам — — 3 у, так что

arcsin (sin (л — 3)) = л—3.

Таким образом,
arcsin (sin 3) = я—3.

Пример 39. Найти значение выражения 
tg farcsin .

' ' 2
Решение. Обозначим arcsin у = а. Эта запись озна

чает, что—sina = у . Так как в четвертой 
четверти синус отрицателен, то a — угол, заключенный 
в первой четверти, т. e. 0<а<4. Теперь имеем

|cosa| =Ні — sin2a = ]/" 1—*

четверти косинус положителен, то 
sin a 2 У 5 2

а так как в первой 
cos a = -^у- . Отсюда находим tg a 
Таким образом, окончательно

cosa /5

arcsin a — 2
/5 ‘

Аналогичным образом определяются остальные обрат
ные тригонометрические функции. Функция y — cosx не
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является монотонной. Одним из участков ее монотонно
сти является отрезок О^х^л. Принимая за исходную 
функцию у = f (х) функцию cos X, рассматриваемую на 
этом отрезке, мы сможем построить обратную к ней 
функцию. Эта обратная функция и обозначается через 
arccosX; Из свойств А—Д (стр. 208—209) вытекают 
следующие свойства этой функции.

Соотношение а — arccos а эквивалентно следующим 
двум соотношениям: О^а^л, cos а = а, или в другой 
записи:

{а = arccos а} <-> {0 л} Д (cos а = а).

Функция arccos х определена на отрезке — І^х 1 и яв- 
¡j ляется монотонно убывающей; ее зна

чения заполняют отрезок O^t/^л.
___ Г рафик функции у = arccos х показан

Î на рис. 80. Наконец, для любого х,
\ принадлежащего отрезку —І^х^Х
1 \ 1, справедливо соотношение
І \ cos (arccos х) = х, а для любого х,
і 4\ „-ПГРГЛЧТ принадлежащего отрезку О^х^ 
: 2 V справедливо соотношение
і \ arccos (cos х) = х.
I \ Отметим еще одно соотношение,

~связывающее функции arcsin х и 
и arccos X. Пусть х—произвольное
Рис. 80. число, удовлетворяющее неравенствам

— І^х^І, так что X принад
лежит области определения каждой из функций arcsin х, 
arccos X. Положим

а = arcsin X, ß = arccos х.

Тогда выполнены соотношения

О^р^л, sina = x, cosß = x.

Первое и третье из этих соотношений означают, что 
0=С4г — а^л и cos^y — a) = sina = x. Следовательно,

у—а = arccos х = ß, т. е. а + ß = у . Итак, для любого х, 
удовлетворяющего неравенствам —1 s^x^C 1, справедливо
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соотношение

arcsin х + arccos х = у.

Далее, функция z/ = tgx не является монотонной. 
Одним из участков ее монотонности является интервал 
— < X < у. Принимая за исходную функцию y = f(x)
функцию tgx, рассматриваемую на этом интервале, мы 
сможем построить обратную к ней функцию. Эта обрат
ная функция обозначается через arctgx.

Соотношение а = arctg а означает следующее:
{а = arctg а} —у < а < у J A{tg а = а}.

Функция arctgx определена на всей числовой прямой 
и является монотонно возрастающей; ее значения запол
няют интервал —у < у < у . График функции у= arctgx

показан на рис. 81. Наконец,’ для любого действитель
ного X справедливо соотношение tg (arctgx) = х, а для 
любого X, принадлежащего интервалу —у<х<у,
справедливо соотношение arctg (tg х) = х.

Таковы основные свойства функции arctgx. Анало
гично определяется функция у = arcctgx. Мы лишь отме
тим, что функция arcctgx определена на всей числовой 
прямой и связана с функцией arcctgx соотношением

arctgx + arcctg х = у .
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§ 7. Линейные преобразования графика

В этом параграфе рассматривается вопрос о построе
нии графика функции у— Af (ах + /?) + £, если известен 
график функции y — f(x).

1°. y=f(x-{-c). Рассмотрим задачу построения гра
фика функции y = f (х + с), если задан график функции 
у=/(*)•

Пусть точка (%„; у0) принадлежит графику функции 
</ = /(%), т. е. y0 = f(x0). Тогда точка (х0 —с; у0) принад
лежит графику функции у — f (х + с); действительно, 

с)-г <) =/(*<,) = i/o-Обратно, если точка (х0 — с\ у’) 
принадлежит графику функции y = f(x + c), то точка

(х0; i/o) принадлежит графику функции y = f(x). Таким 
образом, график функции í/ = /(x + c) можно получить из 
графика функции y = f(x) сдвигом каждой точки (х„; г/0), 
принадлежащей графику функции y = f(x), в точку 
(хп—с; г/0), т. е. сдвигом всего графика функции у = f (х) 
вдоль оси X на (—с) единиц. Сдвиг на (—с) единиц 
означает: сдвиг на с единиц влево, если с > 0, и сдвиг 
на ¡c¡ вправо, если с < 0.

Пример 40. На рис. 82 построены графики функций 
у = I х—2| и z/ = |x-j-l¡. Они получаются сдвигом гра
фика функции у = IXI (см. рис. 50, б) вдоль оси х соот
ветственно на деє единицы вправо и на единицу влево.

2°. y=f (ах). Рассмотрим задачу построения графика 
функции y=.f (ах), где а=^0, если задан график функ
ции y = f(x).

Пусть точка (х„; г/„) принадлежит графику функции 
y = f(x), т. е. í/o = Z(xo). Тогда точка ; уа^ принад

лежит графику функции £/ = /(ах); действительно,
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f [a (5)] =f(xo} = y°- Обратно, если точка у„) при

надлежит графику функции y = f(ax), то точка (х0; у0) 
принадлежит графику функции y = f(x). Таким образом, 
график функции y = f{ax) можно получить из графика 
функции y = f(x) заменой каждой точки (%„; у0), принад
лежащей графику функции y = f(x), точкой .
Эта замена означает: 1) сжатие графика вдоль оси х к 
оси у в а раз, если а> 1; 2) растяжение (тоже вдоль 
оси х) в раз, если 0 < ¿z < 1 ; 3) симметрию относи
тельно оси у, если а = —1; 4) симметрию относительно 
оси у, сопровождаемую сжатием в |а| раз, если а <—1; 
5) симметрию относительно оси у, сопровождаемую рас
тяжением в раз, если —1 < а < 0.

Пример 41. График функции у = Ѵ,—х получается из 
графика функции у = |/ х симметрией относительно оси у 
(рис. 83).

Заметим, что из этого графика можно получить ряд 
свойств функции £/ = ¡/— х: эта функция определена при 
х^О, принимает неотрицательные значения и является 
убывающей.

Прим е р 42. На рис. 84 из графика функции 
у = arcsin X (см. рис. 79) получены: график функции 
у = arcsin 2х (сжатием графика функции у = arcsin х вдоль 
оси X к оси у в два раза) и график функции у = arcsin у
(растяжением графика функции у — arcsin х в два 
раза).

3°. y—f(ax-{-b). Рассмотрим задачу построения 
графика функции у — f (ах+Ь) (гдеа=/= 0), если задан гра
фик функции у = /(%).
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на

Пусть точкр (х0; у0) принадлежит графику функции 
y=f(x), т. е. y0 = f(Xg). Тогда графику функции у = f(ax+b) 
принадлежит такая точка (xß (/„), для которой ü^ + ö^x,,, 
т. е.

__Х0 Ь _ Хд Ь / 1 1 \
Аі~ а ~ а а '

Обратно, если точка (хп z/0) принадлежит графику 
функции y = f(ax+b) (где xí определяется равенствами 
(11)), то точка (х„; у0) принадлежит графику функции 
y = f(x). Равенства (11) означают, что точка хх может 
быть получена из точки х0 любым из следующих двух 
способов: 1) сначала сдвиг на ( — Ь) единиц, затем «сжа
тие» в а раз; 2) сначала «сжатие» в а раз, а затем сдвиг 

(-b' единиц.к а 
Таким образом, график функции y = /(ax + ö) можно 

построить из графика 
функции у = f (х) любым 
из следующих двух спо
собов:

1) Сначала из графи
ка функции ÿ = /(x) 
сдвигом вдоль оси X на 
(—Ь) единиц получаем 
график функции у = 
= f (х + Ь) = g (х), затем 
из полученного графи
ка функции y — g(x) по
лучаем график функции 
У = g(ax) = /(ах + Ь), 
как в 2°.

2) Сначала из графика функции y = f(x) получаем 
график функции y = f(ax) (см. 2°), затем из полученного 
графика функции y — f(ax} получаем график функции 
y = f [û(* + y)] =f(ax + b) сдвигом графика функции

y = f(ax) вдоль оси х на (---- единиц (см. 1°).
Для определенности всюду в дальнейшем применяется 

второй способ.
Пример 43. Построить график функции у = 12х + 31.
Решение. Сначала из графика функции î/=|x| (см. 

рис. 50, б) сжатием в два раза вдоль оси х к оси у строим 
график функции г/= j 2х ¡ (рис. 85). Затем из полученного
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графика функции у = 12х | сдвигом влево вдоль оси х на 
у получаем график функции у = 12 + J = 12х + 31

(рис. 86).
4°. _у=/(х) + С. Рассмотрим задачу построения гра

фика функции y = f(x)-\-C, если задан график функции
У = /(*)•

Пусть точка (х„; у0) принадлежит графику функции 
!/ = /(*), т. е. у„ = /(х0). Тогда точка (х0; у0 + С) принад
лежит графику функции у — f(x) + C; действительно, 
f(x0) + C = Уо + С. Обратно, если точка (х0; у0 + С) при
надлежит графику функции
y = f(x) + C, то точка (х0; у0) У
принадлежит графику функции 
y = f(x). Таким образом, гра
фик функции y = f(x) + С мож
но получить из графика функ
ции y — f(x) заменой каждой 
точки (х0; у0), принадлежащей 
графику функции y = f(x), точ
кой (х0; íZo + C), т. е. сдвигом 
всего графика функции у — f (х) 
вдоль оси у на С единиц. Сдвиг 
на С единиц означает: сдвиг на 
С единиц вверх, если С > 0, и 
сдвиг на IСI единиц вниз, если 
С<0.

Пример 44. На рис. 87 из графика функции у = |х| 
(см. рис. 50, б) получены: график функции у = | х | + 1 
(сдвигом вдоль оси у на единицу вверх) и график функции 
у = IXI — 2 (сдвигом на две единицы вниз).
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5°. у — Af(x). Рассмотрим задачу построения графика 
функции у — Af(x), где Л=И=0, если задан график функции 
y=f(x).

Пусть точка (х0, у0) принадлежит графику функции 
y = f {x), т. е. y0 = f(x0). Тогда точка (х0; Ау„) принадлежит 
графику функции у— Af(x), так как Af(x0) = Ау0. Обратно, 
если точка (х0; Ау0) принадлежит графику функции у — 
= Л/(х), то точка (х0; уй) принадлежит графику функции 
y~f(x). Таким образом, график-функции y = Af(x) можно 
получить из графика функции £/ = /(х) заменой каждой 
точки (х„; г/0) принадлежащей графику функции y = f(x),

точкой (х0; Ау0). Эта замена означает: 1) растяжение гра
фика вдоль сси у от оси X в А раз, если А > 1 ; 2) сжатие 
в раз, если 0 < А < 1 ; 3) симметрию относительно оси х,
если А — — 1; 4) симметрию относительно оси х, сопровож
даемую растяжением в | Л| раз, если А <—1; 5) симмет
рию относительно оси X, сопровождаемую сжатием в -тут 

I Iраз, если —1 < А < 0.
Пр и мер 45. На рис. 88 из графика функции y — cosx 

получены: график функции í/ = 3cosx (растяжением гра
фика функции i/ = cosx вдоль оси у от оси X в три раза) 
и график функции у.— — ycosx (симметрией относительно
оси X и сжатием в два раза).
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6°.3' = Af(x) + B. График функции у = Af (х) + В, где 
Л=Л=О, можно получить из графика функции y = f(x) сле
дующим образом: сначала из графика функции y = f(x) 
получаем график функции y — Af(x) (см. 5°), а затем из 
построенного графика функции y — Af (х) получаем график 
функции y = Af(x) + B сдвигом графика функции y = Af (х) 
вдоль оси у на В единиц (см. 4°).

Пример 46. Построить график функции 
л IУ = ~2—у arcsinx.

Решение. Сначала из графика функции у — arcsin х 
(см. рис. 79) симметрией относительно оси X строим график

функции г/ =— arcsinX (рис. 89). Затем из построенного 
графика функции у = — arcsin х сжатием вдоль сси у 
к оси X в два раза строим график функции у=—^-arcsin х. 

И, наконец, сдвигом графика функции у = —arcsin х

вдоль оси у вверх на у получаем график функции 
я 1У=~2—у arcsin X (рис. 90).

Сопоставляя все сказанное в этом параграфе, мы при
ходим к следующему общему выводу. График функции 
у = Af (ax+b) + В можно получить из графика функции 
у = f (%) следующим образом:.сначала из графика функции 
у = f (х) построить график функции y = f(ax+b) (см. 3°),
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а затем из полученного графика функции z/ = /(ax + ô) 
построить график функции у = Af (ах + 6) + В (см. 6°). 
Описанный выше способ построения графика функции 
у = Af (ах + Ь) + В из графика функции y = f(x) называется 
линейным преобразованием графика функции y = f(x).

§ 8. Применение функций и графиков 
к решению уравнений и неравенств

Г. Рассмотрим вопрос о решении уравнения /\(х) — f2(x} 
с помощью графиков функций у = fi(x) и y = f2(x).

Если х„— решение этого уравнения, то это означает, 
по определению, что точка х„ принадлежит области опре
деления каждой из функций /у(х), /2(х) и выполнено 
равенство (Хд) = f„ (х0). Обозначим число Д(х0) через z/„, 
так что y0 = fi(x0) = f2(xf>). Так как у0 = Л(х0), то точка 
(х0; i/o) принадлежит графику функции y = f1(x). Так как, 
кроме того, í/0 = /2(x0), то точка (х0; //„) принадлежит 
также графику функции y — f2(x). Таким образом, (х„; ув) 
есть точка пересечения графиков функций y = f1(x') и 
У = Ь (*)•

Обратно, пусть графики функций y-=fi(x) и y = f2(x) 
пересекаются в точке (х0; z/„), т. е.

У о Л С^о) — f2 (^-о)-
Это означает, что число х„ 
является решением урав
нения

Л W = f2 (х).
Таким образом, для на

хождения решений урав
нения (х) == /2 (х) нужно 
определить абсциссы точек 
пересечения графиков функ
ций у = К(х) и y = f2(x). 
Такой способ решения 
уравнений называется 

графическим. Как правило, он не дает точного ре
шения уравнения (поскольку практически мы всегда име
ем дело не с графиком, а лишь с эскизом графика), но ча
сто позволяет установить число решений данного уравне
ния и оценить погрешность найденных решений.
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Пример 47. Из рассмотрения рис. 91, на котором 
построены графики функций у = (х) = 2 К х и у = f2 (х) —
= х2—X—2, ясно, что уравнение 2]/х — х2—х—2 имеет 
только один корень х0 лі 2,9.

Замечание. Графическим способом можно решать 
также уравнение вида /(х) = 0, которое является частным 
случаем уравнения Л(х) = /2(х) при /2(х)==0.

2°. В примерах 48, 49 рассматривается решение нера
венств с помощью графиков функций.

Пример 48. Решить неравенство | х | > х2—х.
Решение. Построим графики функций у = /х (х) = | х | 

и у = К (*) = X2—х(рис. 92).
Решениями неравенства /, (х) > /,(х) являются действи

тельные числа X, для которых график функции y = f1(x) 
расположен выше графика функции ÿ = /2(x).

Из рассмотрения рис. 92 следует, что решениями не
равенства J XI > X2—X являются все числа х из интервала 
О <х < 2.

Пример 49. Решить неравенство
(х2—2х—3)(Кх—1 — і)<0.

Решение. Построим графики функций у = /1(х) = 
= х2—2х — 3 и у = /2 (х) = X—1 — 1 (рис. 93).

Решениями неравенства Л(%)/2(%) <0 являются дейст
вительные числа X, для которых значения функций Д(х) 
и /2(х) имеют разные знаки (или /2(х) <0 и /2(х)>0, 
или /t(x)> 0 и /2(х) <0). Это означает, что нужно найти
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такие числа х, для которых точки графиков функций 
у = /і (х) и у = fa (х) расположены по разные стороны от 
оси X. Из рассмотрения рис. 93 следует, что решениями 
неравенства (ха—2х—3)(j/x—Г—і)<0 являются все 
числа X из интервала 2 < х < 3.

3°. Бывают случаи, когда никакие алгебраические 
преобразования не помогают решить уравнение или не
равенство (или решение получается очень громоздким),

а ключом к решению служит изучение области опре
деления функций, входящих в это уравнение или не
равенство, или их множества значений. Ниже 
приведены два таких примера.

Пример 50. Решить неравенство К2 + х—хг> х3— 9. 
Решение. Переписав неравенство в виде

/-(х-2)(х+іУ> X8 —9,
мы найдем, что областью определения функции, стоящей 
в левой части этого неравенства, служит отрезок —1^ 
^х^2, причем во всех точках своей области определе
ния эта функция неотрицательна (так как каждое 
ее значение представляет собой арифметический ко
рень из неотрицательного числа). Но при ■—1^х^2 
правая часть отрицательна, и потому написанное нера
венство имеет место при всех X из отрезка —1^х^2. 
Таким образом, решениями неравенства являются все 
чі.с.:а отрезка [—-1, 2],
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Пример 51. Решить уравнение

причем значение 1 функция

У

А'4—2а2 + 2 = 1 — /а3— |а|.

Решение. Рассмотрим функции''

Л (а) = а4 — 2 а2 + 2, ft (а) = 1 — На3—|а|,

так что данное уравнение записывается в виде Л(х) = /2(а). 
Мы имеем /1(а)=а4 — 2а2 + 2 = (а2—1)2+ 1, откуда видно, 
что Д (а)^ 1 при всех А,
Д(а) принимает лишь при 
А=±1. Для функции же 
f2(x) имеет место (при лю
бом А из области ее оп
ределения) неравенство 
/2(а)^1, так как значе
ние арифметического ква
дратного корня всегда не
отрицательно. Следова
тельно, равенство /j (а) —
= (а) возможно лишь при 
/1(а) = /2(а)= 1, т. е. лишь 
при а = ±1. Проверкой 
убеждаемся, что а = — 1 
корнем исходного уравне
ния не является, а а= + 1 
является корнем. Таким 
образом, данное уравнение 
имеет лишь один корень 
А= 1.

4°. В заключение опи
шем один часто применя
емый способ решения не
равенств, называемый ме
тодом интервалов.

Прежде всего заметим,
обращается в нуль при х = а, то она сохраняет постоян
ный знак при X и противоположный знак при х > а. 
Более точно, если возрастающая функция f(x) обра
щается в нуль при а = а, то f (а) < 0 при а < а и f (а) > О 
при А>а (рис. 94), а если убывающая функция/(а) 
обращается в нуль при х — а, то /(а)>0 при А<а и 
f (а) < 0 при а > а (рис. 95).

У

что если монотонная Финкиия
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Метод интервалов теперь можно описать следующим 
образом. Пусть /,(х), fa(x), .... fk (х) и g^x), gt(x), ... 
... > S і (x)—монотонные функции, определенные на всей чис
ловой прямой и обращающиеся в нуль в различных 
точках. Занумеруем точки, в которых эти функции обра
щаются в нуль, в порядке возрастания: at, а2, ..., + ¿ 
(т. е. в каждой из этих точек одна из функций, Д (х) или 
gj(x), обращается в нуль и при этом о, <а2 <... <ak+l). 
Эти точки разбивают числовую прямую на £ + ин
тервалов:
( °°> Пд)> (^і> ^а), (flj, Û3), •••, + O/i + i), (ßk + t> °°)'
Тогда функция

P Z _ Z|(x)Zï(x)..-Zft (x)
' ' gi(x)gt(x)...giW

сохраняет постоянный знак на каждом из этих интерва
лов, а при переходе от каждого интервала к следующему 
меняет знак на противоположный. Это утверждение (со
ставляющее основу метода интервалов) без труда дока
зывается и часто применяется при решении неравенств.

Замечание. Иногда приходится рассматривать более 
сложную функцию, имеющую вид

р (х) = (Z.(-v))p-(Z2(x))p»...(/A(x))^ ,

(gl (*))’■ (gì (х))4' ...(gl (X))4t
где plf pt, .... ph, qv qt......... qt—натуральные числа.
Исследование знака такой функции также не представ
ляет труда. Именно, если число рѵ четно, то функция 
(Л (х))Рі положительна (всюду, кроме точки, где она обра
щается в нуль) и потому может не учитываться при опре
делении знака функции (х). Если же число pL нечетно, 
то функция (Zi (х))Рі имеет тот же знак, что и Zi (х). Ана
логичное замечание относится и к остальным множителям 
в числителе и знаменателе. Поэтому при определении 
знака функции F1(x) нужно учитывать лишь множители, 
имеющие нечетные показатели.

Пример 52. Решить неравенство х6 -¡-х1 — 5х3 + 3хг — 
— 4х—12 >0. -

Решение. Непосредственной проверкой (ср. стр. 161) 
находим, что числа ■—3, —1 и 2 являются корнями мно
гочлена, стоящего в левой части неравенства. Следова
тельно (см. теорему 12 на стр. 160), многочлен этот де
лится на х-|-3, па хф- 1 и на х—2. Произведя деление,
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найдем
%6 + x4— 5х3 + 3х2—4х— 12 =

= (х + 3) (х + 1) (х—2) (х8—х + 2).
Поэтому данное неравенство переписывается в виде

(х + 3) (х + 1) (х— 2) (х2—X + 2) > 0.
Но квадратный трехчлен х2—х+2 положителен при всех х 
(его корни комплексны). Поэтому рассматриваемое нера
венство равносильно следующему:

(х + 3) (х + 1) (х—2) > 0.
Каждая из функций х + 3, х+1, х—2 монотонна, и мы 
можем применить метод интервалов. Эти функции обра
щаются в нуль соответственно в точках —3, •—1, 2, ко
торые делят числовую прямую на четыре интервала: 
(—оо, —3), (—3, —1), (—1, 2), (2, оо). На последнем 
(четвертом) из этих интервалов все три функции х + 3, 
х+1, X—2 положительны, и потому функция

F(x) = (x + 3)(x+1)(х—2)
на этом интервале положительна. Следовательно, на 
третьем интервале она отрицательна, на втором положи
тельна и на первом опять отрицательна (рис. 96). Таким

I II III IV+ +

Рис. 96.

образом, неравенство F(x)>0 имеет место на интервале 
(—З, —1), а также на интервале (2, оо), т. е. решениями 
исходного неравенства служат все числа, удовлетворяю
щие неравенствам —3<х<—1, а также все числа, 
удовлетворяющие неравенству х > 2.

Пример 53. Решить неравенство
(*+7)3 (х+4)2(х-1)^п 

(х+5)(х- 2)ь

Решение. Мы должны исследовать знак функции
(х+7)°(х+4)2(х-1)

(х+5)(х-2)5
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При этом мы можем не обращать внимания на множитель 
(х + 4)а, имеющий четный показатель (помня, однако, что 
при х = —4 этот множитель обращается в нуль). Осталь
ные множители в числителе и знаменателе представляют 
собой монотонные функции, обращающиеся в нуль соот

/
+

Я Ж
+

-7<
Рис. 97.

О Л---- >Z->5 -4

ветственно в точках —7, —5, 1, 2. Эти точки разбивают 
числовую прямую на пять интервалов:

(-ос, -7), (-7, -5), (-5, 1), (1, 2), (2, оо),
причем на последнем из них 
в числителе и знаменателе 
(рис. 97) на первом, третьем и 
F ѵ (х) > 0, а на втором и чет
вертом F1(x) < 0 (только на
до помнить, что при х = —4

Fy (х) > 0 (все множители 
положительны). Поэтому 
пятом из этих интервалов

функция /^(х) обращается в нуль). Следовательно, ре
шения строгого неравенства Ft (х) < 0 заполняют два 
интервала: (—7, —5) и (1, 2). Сюда надо добавить еще 
точки, в которых F1 (х) = 0, т. е. точки х==—7, х = —4, 
х=1. Таким образом, решениями исходного неравенства 
7?1(х)^0 являются все точки полуинтервала [—7, —5), 
а также все точки полуинтервала [1, 2) и, кроме того, 
точка х = —4.
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Пример 54. Решить неравенство 
(х + 3) (2х 1XI — 9) 0
(х-2)(х + 2|х| + ІГ

Решение. Функция X + 21XI +4 положительна при 
всех X (ее график показан на рис. 98), и потому, ее можно 
не учитывать, т. е. мы должны решить неравенство

F (х) = (*+3)(2х+1*| —9) > 0

Функции Х + 3 И X—2, очевидно, монотонны. Функция 
2х +1XI — 9 (график которой показан на рис. 99) также

/ # Ш IV
‘ ________ +________ +

----------- /< " ■ I ? /с-----
—-—~3 О 2^=^3

Рис. 100.

монотонна. Таким образом, в числителе и знаменателе 
дроби F (%) мы имеем три монотонные функции, обращаю
щиеся в нуль соответственно в точках —3, 2, 3. Эти три 
точки разбивают числовую прямую на четыре интервала:

(-оо, -3), (-3,2), (2,3), (3,оо),

на последнем из которых F (%) > 0. Следовательно 
(рис. 100), неравенство Р(х)>0 имеет место при 

■—3 < X < 2, а также при 3 < х < оо.

Задачи к главе VII

В задачах 7.1—7.5 требуется найти обмети опреде
ления заданных функций и вычислить значения этих 
функций в указанных точках.

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

f (х) — Х2_|_3Х_|_2’ Х*~Х2 1’ Хз ' 3"
f(x) = Kx3—4х; %1 =—1, Х2 = 2, х3 = 3.
f (*) = ■^рг’ : *i = °> *2=b x3 = —2.

_  n _ 7nxi -4" > X2 — •

л\ = 0, xa =—1, x3=100.

Z № ■■

f(x) =

COS zx 
sin X

X
COS лх
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7.10. </ = <[

f

7.11. ÿ = .
I.

7.12. i/=J

Постройте графики функций (7.6—7.14):
7.6. г/ = 3х—1. 7.7. ÿ = xa + 2x— 1.

I 1, если х^О,
Í (х—1)а, если х>0.

7.9. w== І Iх I’ если И^1’
'i 2 — X2, если |.х) > 1.

1, если —1 < X <0,
X2, если 0<х< 1.

1, если —2<¡x<¡—1,
— X, если —1 <х^0,

1, если 0 < X < 1.
3, если —2^х^—1,

—Зх, если —1 <XîgÇO,
Зх, если 0<х^1,
3, если 1 < X 4.

7.13. ¿z=|x + 11 — |х— 1(.
7.14. г/ = | 1—|х|| —|х| + 1.

7.15. Докажите, что функция /(х) ограничена (см. 
определение на стр. 183) тогда и только тогда, когда 
существует такое число с > 0, что для любого значения х 
(взятого из области определения функции) справедливо 
неравенство |f (х) | < с.

7.16. Приведите пример функции, определенной на 
отрезке О^Сх^ 1 и неограниченной на этом отрезке.

7.17. Пусть функции /\(х), /г(х) и /э(х) определены 
на отрезке [а, 6], причем функции /\(х) и Д,(х) ограни
чены, а функция /3(х) не ограничена. Что можно сказать 
об ограниченности функций Л (х) +(х), /у (х) + f3 (х),

Найдите интервалы монотонности функций (7.18— 
7.23):

7.18. y- 1— 2x. 7.19. y — x?.
7.20. y = 3 — 2x—Xі. 7.21. a x +
7.22. y — cosx. 7.23. z/ = tg ;
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Найдите наибольшее и наименьшее значения функций
(7.24—7.27):

7.24. í/ = 3sinx—4cosx.
7.25. i/ = 3sin2x4-4sinx-cosx-)-cos2 х.
7.26. z/ = sin"x4-cosex.
7.27. у — sin4 x-f-cos4x.
Найдите наибольшее значение функций (7.28—7.29):

7.28. X
Г+х2 7.29. у X

ì -j-x -)-л:2 'У =
7.30. Найдите наименьшее значение функции

х24-3 
— 14-х ’ X > —1.

Выясните, является ли заданная функция четной или
нечетной или не является
(7.31—7.36):

7.31. у X- 7.32.Xі — 1 '
7.33. у = Кх-1, 7.34.
7.35. у = x+tgx. 7.36.

ни четной, ни нечетной

у = х3 + 2х. !

у = IX14- cos X.
z/= X2 4-sin X.

У

7.37. Пусть функция f(x)—четная, а функция g(x)—■ 
нечетная. Докажите, что функции |/ (х) |, | g(х) | и / (—х) + 
4-g(|x|)— четные, а функции g(—х), х/(х)-f-x2g(х) и 
g (х IXI) — нечетные.

7.38. Пусть область определения функции f (х) сим
метрична относительно точки X — 0. Докажите, что функ
ция Д(х) = у [/(х) + /(—х)] —четная, a /2(x) = ÿ [/(х)—

■—/(—X)] —нечетная. Таким образом, функцию f (х) можно 
представить В виде f (х) = (х) 4- /2 (х), где функция Д (х)—
четная, а функция /2(х)— нечетная.

Найдите наименьший 
функций (7.39—7.44):

7.39. sinx-sin3x.
7.41. sin2 X.

7.43. tgx + sin2x.

период каждой из следующих

7.40
7.42

7.44

sinx4-sin2x. 
sin X

1 4- COS X '

2tg|-3tgf.

7.45. Докажите, что функция sin х 4-sin тех не является 
периодической.
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Определите, какие из следующих функций являются 
периодическими (7.46—7.48):

7.46. у — |/sin X. 7.47. у — sin ]/~х. 7.48. у — | sin | х 11.

Постройте графики функций (7.49—7.71):
7.50. у = |х|3.

-2х2. 7.52. у = х2 — 3|х| + 2.
■ y=¿h-

7.49. у —Xs. 
7.51. у = х‘- 
7.53. у 

7.55. у
1*1
2|*|

' 1 + А2
7.57. z/ = sin|x|.
7.59. z/ = x + cosx.
7.61. у = — х6 + 2х3—х 

7.63. г/ = Кх+Л—/х? 
7.65. ^^-1.

7.67. =Я А2 + А4 
- со а2 — 4х+3 
7-69- У= яг—2х • 

7.71. у.
|х+ 1

7.56. у = I sin X |.

7.58. «/ =
7.60. у = х3 — 2х2 + х.

W. 9-^г+з ■ 

7.64. у =
7.66. у =

7.68. у- 

7.70. у--
' а2 + 2а—3 '

I
Xі — 4х:* + 4а3 ‘

7.72. Пусть /(х) = Кх, £(/) = ^-у. Найдите

7.73. Пусть f(x)- /х-і 2t2—2t+l 
(Z-І)2 Найдите

х + —.1 А

. gw

7.74. Пусть /(х) = ЇГіі. Найдите

7.75. Пусть / (х) = j/x3 — 1. Найдите / (f/x2+ 1).
7.76. Пусть / (х) =-ру==-• Найдите /(tgx).

7.77. Пусть/(Í?£^)==íÍ2 при ху=—2; 1. Найдите/(х).

7.78. Пусть f (і + -і-) = X2—1 прих=#0. Найдите /(х).

7.79. Пусть f (х) — ах2 + Ьх + с. Докажите, что 
/(х + 3)_3/(х + 2) + 3/(х+1)-/(х) = 0.
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В задачах 7.80—7.86 требуется найти функции f(x) 
и ё(х)> удовлетворяющие заданной системе уравнений.

7 80 / / (2х+1)-|-g(x—1) = *»
/(2x+l)-2g(x-l) = 2xa.

7.81.

7.82.

7.83.

7.84.

7.85.

Z(2x+l) + 2g(2x + l) = 2x,

f /(x+l) + xg(x+l)=2x,
/(jÈïMSib—i-

Í f(2x + 2) + 2g(4x + 7) = x-l,
I Z(x-l) + g(2x+l) = 2x. 
f Z(4x + 3)-J-xg(6x + 4) = 2,
1 f (2x¿- 1) Ц-g (Зх+ 1) = x-J- 1.
I Z(3x-l)+g(6x-l) = 3x,
\ f (x + 1) + x2g (2x + 3) = 2xa -J- X.

7.86.
f(2x—l)+g(l—x) = x+l,

3,

В задачах 7.87—7.90 требуется найти функцию f(x), 
удовлетворяющую заданному уравнению.

7.87. /(х) + 2/(|) = х.

7.88. (х-1)Их)+/(у) = ^-і.

7.89. /(х) + х/(^гт) = 2.

7.90. 2/(^)-3z(2^)=^.
Найдите функции, обратные по отношению к задан

ным (7.91—7.94):
7.91. у = Xs. 7.92. ¿,= 1 + 1.

7.93. у=°-^. 7.94. у=УТ. а сх—а 3 ѵ
Линейными преобразованиями графика функции у = |х | 

(см. рис. 50, б) постройте графики функций (7.95—7.97):
7.95. г/= х + 4|. 7.96. z/ = 2|x—11+1.
7.97. у= Зх+1|.
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Линейными преобразованиями графика функции у=^х3 
(см. задачу 7.49) постройте графики функций (7.98, 7.99):

7.98. у = (х—I)3. 7.99. у = 1-х3.

Линейными преобразованиями графика функции у = jAv 
постройте графики функций (7.100, 7.101):

7.100. у = ]Ґ2х + 3. 7.101. у = 1—2 У"х.
Линейными преобразованиями графиков тригонометри

ческих функций у — sin X и у = tg X постройте графики 
функций (7.102—7.104):

7.102. i/ = sin(y— l) . 7.103. í/ = 3sin2x — 1.

7.104. у = 1—í tgx.

Линейными преобразованиями графиков обратных три
гонометрических функций постройте графики функций
(7.105—7.107):

7.105. у = arcsin (2х + 4). 7.106. у = ÿ arccos %—.
7.107. у = 2 arctg 2х.
Определите число действительных решений уравнений

(7.108—7.111):
7.108. 1+х—х'2 = |х|3. 7.109. х(х + 1)(х + 2) = 0,01.
7.110. X — tgX. 7.111. x=100sinx.
Решите уравнения (7.112—7.114):
7.112. 4 + Зх —х2 = | 1 +х|.
7.113. (х2 —2х—3| = х + 1.
7.114. 6х—l = 2cos3xx.
Решите приближенно (с ошибкой не больше 0,125) 

уравнения (7.115, 7.116):
7.115. X2—X—2 = 2j/x. 7.116. X2 —2х=|/х?
Решите неравенства (7.117—7.120):
7.117. Xa—2|х| < 3. 7.118. 2—x2>¡x| + 2|x—1|.
7»9- Анти<°- 7-І2°-



ГЛАВА Vili
СТЕПЕННАЯ, ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ 

И ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИИ

§ 1. Степень с натуральным показателем

Первоначально степень определяется для случая, когда 
показатель является натуральным числом, большим еди
ницы; основание степени может в этом случае быть лю
бым действительным (или даже комплексным) числом. 
Именно, если п—натуральное число, большее единицы, 
и а—произвольное действительное (или комплексное) 
число, то под ап понимают произведение п сомножителей, 
каждый из которых равен а:

ап = а-а...а. (1)
п раз

Случай, когда л=1, под это определение не подпадает, 
так как «произведение одного сомножителя» не имеет 
смысла. Уславливаются, однако, считать, что (для лю
бого а) число а1, по определению, равно а. В результате 
мы получаем определение степени с натуральным пока
зателем: число а" считается равным а при п = 1 и опре
деляется формулой (1) при п > 1.

Из этого определения легко выводится целый ряд 
свойств степени. Мы разобьем эти свойства на две группы:

I. Свойства, выражающиеся равенствами:
а) ат ■ ап = ат+ п для любого а и любых натуральных т, п;
б) (атУ1=атп для любого а и любых натуральных т, п;
в) (ab)n = anbn для любых а, b и любого натурального п:
г) — — ап~т для любого аУ=0 и любых натуральных 

т, п, удовлетворяющих условию п> т\
д) ^ля лю^ого а> любого b=¿=0 и любого 

натурального л;
е) 0" = 0, 1”= 1 для любого натурального л;
ж) І а" I = |а|" для любого а и любого натурального п.
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II. Свойства, выражающиеся неравен
ствами:

з) если 0^.a<b, то а" < bn для любого натураль
ного п\

и) если а > 1, то ат > а" при т> /г;
к) если 0 < а < 1, то а'п <_ап при т > п\
л) если а < О, то ап> 0 при четном п и ап < 0 при 

нечетном п.
Заметим, что свойства а) — ж), выражающі еся равен

ствами, имеют место для любых комплексных чисел а, b; 
свойства же з) — л), выражающиеся неравенствами, спра
ведливы для любых действительных чисел а, Ь. В даль
нейшем мы везде ограничиваемся случаем, когда основа
ние степени—действительное число.

Доказательство перечисленных выше свойств несложно. 
Мы приведем для примера доказательство свойства з) 
(ср. стр. 78).

Нам нужно доказать, что Ь"—а" > 0. Согласно фор
муле (8) на стр. 152 мы имеем
b'‘—an = (b — a) (br‘-1+b',-ia + bn-3aî+ ... +Ьап-г + ап~1).
Так как b > а, то первая скобка в правой части поло
жительна. Вторая скобка также положительна, по
скольку а^О, b > 0. Таким образом, правая часть поло
жительна, и, следовательно, Ьп—а" > 0.

Пример 1. Решить уравнение sin10x + cos10x= 1.
Решение. Прежде всего заметим, что если x — k^,

где k — целое число, то одна из функций sin л', cosx при
нимает значение 0, а другая—значение ±1. Поэтому все 
числа -у (где k = Q, ±1, ±2,...) являются корнями за
данного уравнения.

Пусть теперь X отлично от чисел вида -у. Тогда
каждая из функций sinx, cosx принимает значение, от
личное от 0 и ±1, и потому 0 < sin2 X < 1, 0 < COS2 X < 1. 
В силу свойства к) мы имеем поэтому (sin2x)B. < (sin2x)1, 
т. е. согласно свойству б) sin10x < sin2x. Аналогично 
cos10 X < cos2 X. Таким образом, sin10 х + cos10 х < sin2x + 
+ cos2x=l, и, следоватёльно, sin10х + cos10х1. Это 
означает, что х не является корнем заданного уравнения.

Итак, корнями заданного уравнения являются числа 
— (где k~Q, ±1, ±2, ...), и только эти числа.
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Пример 2. Доказать, что если 0 < а < 1, то, каково 
бы ни было положительное число е, найдется такое нату
ральное п, что ап < е.

Решение. Выберем такое натуральное число k, что 
У < е (см. свойство Г) на стр. 59). Тогда &>-^-. Тре
буемое неравенство ап < е будет установлено, если мы 
покажем, что > у • Значит, если мы сумеем подобрать

такое п, что ¿ > А, то мы получим > k > — , что и тре

буется. Таким образом, достаточно подобрать такое /г, 
чтобы > k. В силу свойств д) и е) мы имеем
Итак, задача свелась к нахождению такого п, что (у)”>

Так как 0 < а < 1, то — > 1, т. е. число -—1 поло- 
жительно. Поэтому найдется такое натуральное число q, 
что у <-|—1. т- е- -у> 1 +У’ Согласно свойству з) 

мы имеем • Поэтому нам достаточно по
добрать такое п, чтобы (l+y) > k. Но (Ù 1 + у

(это неравенство без труда доказывается методом мате
матической индукции). Поэтому нам достаточно подобрать
такое /г, чтобы 1 + — > k. Но это последнее неравенство Я
равносильно неравенству у > k—1, а значит, неравен
ству n>q(k—1). Достаточно, например., взять 
n = q(k—1)4-1, и мы получаем требуемое значение п.

*- § 2. Степенная функция с натуральным показателем

Рассмотрим теперь функцию 
у — хп,

где п—натуральное число. Согласно сказанному в пре
дыдущем параграфе областью определения этой функции 
является вся действительная прямая, т. е. степень хп 
определена при любом действительном X. Далее, в силу 
свойств е) и з) функция у — хп принимает значение Опри 
х = 0, принимает значение 1 при х—і и монотонно
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возрастет на лучех^О (рис. 101). Наконец, поведение этой 
функции при х<0 зависит от четности или нечетности 
числа п. Именно,

(_х)л = (_1.х)п = (_І)ЯхП= J при четном п,
( —хп при нечетном п.

Следовательно, если п четно, то функция у = хп является

-я

четной; значит, ее график симметричен относительно 
оси ординат, и потому на луче х^О эта функция убы

вает (рис. 102). Если же п не
четно, то функция у — хп яв
ляется нечетной; значит, 
ее график симметричен отно
сительно начала координат, и 
потому функция является воз
растающей на всей числовой 
прямой (рис. 103).

Теперь мы сформулируем 
и докажем еще одно важное 
свойство функции у = хп:

м) Функция у = X", рассмат
риваемая на луче х> 0, при
нимает все положительные зна
чения. Иными словами, каково 
бы ни было положительное число 
t/0, найдется такое число х„>0, 
что (х„)" = у0. (Эта теорема в 
школьных учебниках не дока
зывается.)
При п — 1 свойство м) очевидно,Доказательство.

и мы будем считать, что п^2. Обозначим через q целое 
число, большее чем уа. Так как q 1, то q'1'1 1 (в силу
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свойств з) и е)). Перемножив неравенства qn~1'^i и 
q > í/0, получим q">ya. Таким образом, О" < і/0 < qn.

Согласно свойству з) имеем
О" < 1« < 2» <... < (q—r 1)" < qn.

А так как t/„ заключено между 0" и qn, то найдется та
кое неотрицательное целое число k (меньшее q), что 
А" <г/0^ (k + !)"• Это число k мы обозначим через а0, а число 
£+1— через Ьо. Итак, а'0‘< і/„ < причем 6„—я0=1.

Далее, согласно свойству з) имеем

А так как а3 < у0 b’¿, то найдется такое число Г (=0, 1, ... 
...,9), что f а0 4-тпУ < i/o f «о + ЦУ-Ѵ*- Число о„ + 4ю; i ю у • “o ' ю

мы обозначим через alt а число а0-\-1 +1—через Ьк. Та-

кимобразом, а" < у0 Ь", причема0^а, <0^0,, иbí—ai=]Q •
Совершенно так же найдем такое число Г (=0, 1........ 9),

что (ßj + ^o)” <і/«< (яі+дІйг)"- ЧіІСЛ0 aL + -ïQQ- об°-

эначим через а2, а число + — через Ьг. Таким об
разом, а2 < i/o . причем я0 ßj а2 < Ь„ bj Ьа и 
. п___і_

“а — юо •
Продолжая таким образом, мы получим две последо

вательности чисел а0, alt а.,, а3, ... и b0, blt Ьг, Ь3, ..., 
причем для любого натурального k выполнены соотноше
ния а*<і/0<Ь*; а0<Й!<а2<. • ..
... и Ьк —аА = іо*.

Заметим, что для любых натуральных чисел k н I 
справедливо неравенство ak<bt. В самом деле, еслит— 
натуральное число, большее каждого из чисел k, I, то 
мы имеем ak^am, am<bm, bm^b[t откуда и вытекает, 
что ак < b

Так как последовательность а0, ал, а.,, ... является 
неубывающей (т. е. а0^.а1^.аг ..) и огра
ниченной (поскольку aft<ô0 при любом k), то она имеет 
предел. Этот предел мы обозначим через х„. Так как по
следовательность fl0, ßj, а„, .. . является неубывающей, 
то хс^й/. при любом k. Далее, так как каждое из чисел
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а„, а,, аг, .. . меньше bt, то x0^.b¡ (при любом /). Итак, 
ßft^x0^Z?,. Из этого, в силу свойства з), вытекает, что

В частности, ßg^xg^ftg. А так как, кроме 
того, ag < i/o Ьпк, то (при любом к) справедливо нера
венство

\Уо~хо\^Ьк—ак. (2)

Теперь уже нетрудно доказать, что xg = i/0. Допустим 
противное. Тогда число а = |у0—х"| положительно. 
Далее, разность Ьк— ßg можно оценить следующим образом: 
Ьк—ak = (bk—ак) (¿g-1+ ög-2ßÄ. -\-Ькак~г +ag-1) =

— ¡o* (^14* b'k гак + Ькапк~2 -f- ßg-1) <

< ¿ 4- Ы 4- • ■ • 4- Ы)=.

Таким образом, из (2) мы получаем неравенство

О < а < nbS~l
10*

справедливое для любого натурального к, т. е.

(и)-У>
10У <' (к=1, 2, ...).

Но это противоречит утверждению, доказанному в примере 2 
на стр. 239.

Полученное противоречие доказывает, что xg = z/0, т. е. 
свойство- м) сп р а ведл и во.

§ 3. Арифметический корень

Итак, функция у = хп, рассматриваемая на луче 0^ 
^х <оо, является (при любом натуральном п) возрас
тающей, причем множеством ее значений является, в силу 
свойства м), в есь луч [0, оо). Это позволяет рассматривать 
обратную к ней функцию. Эта обратная функция обозна
чается символом у= УX и называется арифметическим 
корнем п-й степени. Согласно сказанному на стр. 209 
функция у — У х определена на всем луче [0, сю) и мно
жеством ее значений также является весь этот луч (свой
ство В на стр. 209). Далее, функция у= х является 
возрастающей (свойство Б на стр. 208). Графики функций
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у=у/ X показаны на рис. 104 (ср. свойство Г на стр. 209). 
Подчеркнем, что из любого неотрицательного числа у„ 
может быть извлечен арифметический корень п-й степени 
ÿУо (так как областью определения функции у — у/ х 
служит весь луч 0^х<оо). Далее, соотношение 

означает (согласно свойству А на стр. 208), 
что г/о>0, хо>0 и вы
полнено
У» = хї

соотношение 
Наконец, отме

тим, что, в силу свой
ства Д на стр. 209, для 
любого положительного 
числа а справедливы 
соотношения (/«)" =
= а, у/ап = а.

Замечание. При
нечетном п функция 
у = хп является, как мы 
видели, возрастающей 
на всей прямой (—оо, оо), а не только на луче [0, оо). Множе
ство значений этой функции также совпадает со есєй число

вой прямой (—оо, оо). Это позволяет рассматривать (при не
четном п) обратную функцию ¡/ = /х на всей прямой 
—оо < х < оо, а не только на луче [0, оо). Обычно эта 
функция обозначается тем же символом (Ух. Так, напри
мер, у/X, у/X, а/х можно рассматривать при любом х 
(а не только при х 0). Функция у/х, определенная 
при нечетном п на всей числовой прямой, совпадает при 
х^0 с рассмотренным выше арифметическим' корнем, 
а при X < 0 принимает отрицательные значения. Из того,
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что функция у = хп является при n — 2k — 1 нечетной, 
вытекает, что и функция у= у^х является нечетной, т. е. 
у/—X — — yfX (при нечетном П). Рис. 105 иллюстрирует 
сказанное. В дальнейшей части этой главы мы, однако, 
будем рассматривать лишь арифметические корни, 
т. е. даже при нечетном п будем рассматривать функцию 
у= у/X лишь для х^О. Причины этого выяснятся в § 5.

Пример 3. Доказать, что если 0 < а < 1, то, каково 
бы ни было положительное число в < 1, найдется такое п, 
ЧТО /я > 1 —8,-

Решение. Так как оба числа {/я и 1 — є положи
тельны, то неравенство я > 1 — е равносильно неравен
ству ({/я)" > (1—е)" (так как функция у — хп — возрас
тающая), т. е. неравенству я>(1—в)”. Иначе говоря, 
нужно доказать, что найдется натуральное п, для кото
рого (1—е)п < я. Но это непосредственно вытекает из 
примера 2 на стр. 239 (так как 0 < 1—є < 1).

§ 4. Степень с целым показателем

После того как определена степень с натуральным 
показателем, следующим этапом является распространение 
понятия степени на случай любых целых показателей. 
Иными словами, речь идет об определении выраже
ний я°, я-1, я-2, ... Причем определить смысл этих 
выражений нужно так, чтобы сохранились основные 
свойства степени. Прежде всего потребуем, чтобы сохра
нилось свойство а), указанное на стр. 237. Оказывается, 
этого уже достаточно, чтобы определить, каков должен 
быть смысл выражений я°, я-1, я-2 и т. д. В самом деле, 
пусть я—произвольное отличное от нуля действительное 
число. Тогда, в силу свойства а), мы имеем

ап-а° — ат+0 = ат, и потому я° = ^=1;
далее,

а-«.ап = ü<-")+'?«= а°= 1, и потому я~п=—,
Итак,

я°=П, a-" = ¿ (прия=#0). (3)

Приведенные рассуждения не являются, конечно, 
доказательством формул (3), поскольку мы еще не 
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определили, что следует понимать под а° и а~п. Однако 
эти рассуждения доказывают следующее: если мы хотим 
определить степени с произвольными целыми показате
лями так, чтобы сохранить свойство а), то это неизбежно 
приводит к формулам ’(3).

Поэтому формулы (3) принимают за определение 
степеней с нулевым и отрицательными показателями. 
Более точно, при а = 0 степени а° и а~" (где п—нату
ральное), не определяются; при эти степени опре
деляются формулами (3).

Приняв это определение степеней с нулевым и отри
цательными показателями, мы можем теперь поставить 
вопрос о том, сохраняются ли при таком понимании сте
пени указанные выше свойства. Оказывается, что все 
свойства сохраняются, кроме свойства 0л = 0, которое 
для нулевого и отрицательных показателей теряет смысл. 
Таким образом, степени с целыми показателями обладают 
следующими свойствами, в формулировке которых везде 
предполагается, что а=#0, ò#=0.

I. Свойства, выражающиеся равенствами:
а) ат-ап = ат+п для любых целых т, п\
б) (а'л)п = а"’,‘ для любых целых т, п;
в) (ab)" = a"b'‘ для любого целого п; 

апг) —=а"-,л для любых целых т, п\

д) для любого целого п;
е) 1"= 1 для любого целого п\
ж) I ап I = I а I” для любого целого п.
II. Свойства, выражающиеся неравен

ствами:
з) если 0 <а<.Ь, то ап < Ьп при целом /і > 0 и а"> Ь" 

при целом п < 0;
и) если а > 1, то ат> ап при целых т> п\
к) если 0 < а < 1, то ат < а" при целых т > п;
л) если а < 0, то ап> 0 при четном пи а” < 0 при 

нечетном п.
Для примера докажем свойство а).
Если оба целых числа т, п положительны, то 

мы имеем дело с натуральными показателями, для 
которых, как мы знаем, свойство а) справедливо.
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Если хотя бы один из показателей т, п равен ну
лю'—скажем, т = 0—то мы имеем

ат-ап — а°-ап = 1 -ап — ап — а0+п = ат+",
т. е. свойство а) справедливо.

Если оба показателя т, п отр и цате л ь н ы, т. е. т —
=—k, то п =—I, где k и I — натуральные числа, то 
мы имеем

— — (A + Z) — —ftï + ( —Zï — ^яі + zi

т. e. свойство а) справедливо.
Остается рассмотреть случай, когда один из показа

телей положителен, а другой—скажем, т—отрицателен, 
т. е. т=—k, где /г и п—натуральные числа. Здесь 
могут представиться три случая:

при А</г имеем
ат • ап — а~к ■ а" = Л • ап — \ — ап ~к — а{~м+п — ат+п\ 

ак ак
при k = n, т. e. т=—», имеем

ат-а" = а~"-а" = ^~ 
ап

при é>n имеем
ат-ап = а~к-ап = Х- 

aR

пП
ап = — — [=а° = ап-п =a{-nì+n=am+n. ап

пП _an an 1
ак а" •ак~" ак~п

— __ д(-А)+п___ ^т + п

Итак, во всех случаях свойство а) имеет место. Так 
как рассмотрены все возможности, то свойство а) дока
зано для любых целых показателей т, п.

Аналогично (рассмотрением Есех возможных случаев) 
доказываются остальные свойства.

В заключение этого параграфа рассмотрим кратко 
свойства функции у = хп с целым показателем п. При 
натуральном п свойства этой функции были рассмот
рены в § 2. При п±=0 получаем функцию у = х°. Эта 
функция определена при х#=0 и всюду в области опре
деления принимает значение 1. Наконец, рассмотрим 
функцию у = хп при целом отрицательном п, т. е. 
функцию

(4)
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Рис. 107.



где k — натуральное число. Областью определения этой 
функции является числовая прямая с выколотой точкой 0. 
При %>0 функция (4) является убывающей (так как 
X*—возрастающая функция при х > 0). При х < 0 функ
ция (4) также монотонна: она является на луче ( — оо, 0) 
возрастающей при четном k и убывающей при нечетном 
(рис. 106, 107). В цело.м же (т. е. во всей своей облас
ти определения) функция (4) ни при каком натуральном 
k монотонной не является.

§ 5. Степень с рациональным показателем

Дальнейшим этапом является распространение поня
тия степени на случай рациональных показателей. Как и 
в § 4, мы должны определить смысл степени аг при 
рациональном г. Попытаемся прежде всего понять, каким 
образом эта степень может быть определена. При этом, 
как и в § 4, мы будем исходить из того, что для целых 
показателей степень уже определена, и попробуем опре
делить смысл степени аг с рациональным показателем 
так, чтобы сохранилось свойство б) (стр. 237 или 245). 
Таким образом, мы рассмотрим наводящие соображения, 
которые помогут нам выбрать разумное определение.

Прежде всего заметим, что число аг должно быть 
положительным. В самом деле, так как число г 
рационально, то у также рационально, и мы имеем, в 
силу свойства б),

откуда видно, что число аг неотрицательно. Далее, так 
как число —г рационально, то должна быть определена 
и степень а~г. При этом

а~г ■=аг''-~1} = (аг)_І>

откуда видно, что аг=/=0. Итак, если мы хотим, чтобы 
число аг было определено для любого рационального 
показателя 'г и при этом выполнялось свойство б), то 
должно быть выполнено неравенство аг > 0.

Далее, если рациональное число г отлично от нуля, 
то определено число — (также являющееся рациональным). 
Согласно сказанному выше число аг положительно и
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1
число (ar)r также положительно. Но мы имеем (аг)г = 

г 1
а г =а1 = а; таким образом, число а должно быть 

положительным. Итак, если мы хотим, ' чтобы число аг 
было определено для любого рационального показа
теля г и при этом выполнялось свойство б), то основа
ние степени а должно быть (при г=#0) положительным 
и сама степень аг также должна быть положительным 
числом. На основании этих наводящих соображений мы 
всюду в дальнейшем принимаем, что степень аг опреде
ляется только при положительном основании а и сама 
степень аг также является положительным числом (при 
этом показатель г может быть любым рациональным 
числом).

Сказанное задает лишь те ограничения, которые 
обязательно нужно ввести при определении степени с 
рациональным показателем. Но как получить само опре
деление степени? Нетрудно понять на основании свой
ства б), каким должно быть это определение. Пусть 
г — произвольное рациональное число; его можно запи-

тсать в виде г = —, где т—некоторое целое число, а п —
натуральное число. Мы имеем (при любом положитель
ном а)

Í m \п т
(аг)п = \аП) —ап п = ат.

Так как оба числа аг, ат положительны, то из соотно
шения (аг)п = ат вытекает (по определению арифметичес
кого корня /г-й степени), что аг = ат. Этот вывод сде
лан только на основании свойства б). Таким образом, 
степень аг с рациональным показателем следует опреде
лить формулой

аг=у/й* (5)

(где г = ^, причем т — целое число и п — натуральное).

Итак, если мы хотим, чтобы степень с рациональным 
показателем удовлетворяла свойству б), то мы неизбежно 
приходим к формуле (5). Поэтому формулу (5) принима
ют за определение степеней с рациональными пока
зателями. Еще раз подчеркнем, что основание степени а 
всегда предполагается положительным.
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Однако принятое определение (5) страдает одним 
недостатком. Возьмем, например, рациональное чис
ло г = у. Это рациональное число можно бесконечно 

многими способами представить в виде . Например, мы 

можем написать г = r = yg 11 т- Д- Поэтому степень
аг(т. е. а 2 ) на основании формулы (5) может быть за

писана бесконечно многими способами:
_3_ _ _

аг = а в — l/а3, аг — а10 а6 и т. д.

К счастью, этот недостаток определения (5) в дей
ствительности является несущественным. Более точно, 
если рациональное число г двумя способами представлено 
в виде дроби г = ~—~ (где т, р — целые, а п, q— нату
ральные числа), то имеет место равенство '(/а’п = \/ар. 
Это равенство (которое мы сейчас докажем) показывает, 
что определение (5) математически к о р р е к т н о, т. е. ра
венством (5) задаемся одно п то же, вполне определен
ное число, независимо от того, как записано рациональ
ное число г в виде дроби .

Итак, докажем равенство \/ат = \/ар. Так как
= то мы имеем mq = np. Обозначим число {/ат че

рез Ь, т. е. напишем Ь— %/ат. Число Ь, по определению, 
положительно; число а (основание степени) также поло
жительно. Равенство b— '(/ат означает, по определению 
корня, что ЬП = ат. Возведя обе части этого равенства в 
степень q, мы получим (Ь")4= (ат)4, или Ь'‘ч = а""1. Но mq = 
— пр, и потому Ь'“і = апр. Это равенство на основании 
свойства б) (для целых показателей, как мы знаем, 
оно справедливо) можно переписать в виде (Ь4)” = (ар)П. 
А так как оба числа № и ар положительны, то отсюда 
следует, что Ь'і = ар (ибо функция х" при х>0 моно
тонна). Наконец, поскольку b > 0, мы можем ра
венство Ьч = ар переписать в виде Ь = \/ар. Таким обра
зом, Ь=(/ат, Ь=\/ ар, откуда и вытекает, что ат—ар.

Тем самым корректность определения (5) установлена. 
Итак, мы принимаем соотношение (5) за определение сте
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пени с рациональным показателем, причем основание 
степени а всегда считаем положительным. Теперь мы мо
жем поставить вопрос, сохраняются ли при таком понима
нии степени рассматривавшиеся ранее свойства (стр. 245). 
Оказывается, что все свойства, кроме л), сохраняются; 
кроме того, свойство ж) становится тривиальным. Иначе 
говоря, степени с рациональными показателями обладают 
следующими свойствами, в формулировке которых везде 
предполагается, что а > 0, b > 0, а г и s—произвольные 
рациональные числа.

I. Свойства, выражающиеся равенствами:
A) ar-as = ûr+J;
Б) (ar)s = ars\
B) (aby = arbr\

E) lr= 1, a°=l.

Добавим к этим свойствам еще следующее свойство, 
непосредственно вытекающее из формулируемых ниже 
свойств И), К) и часто применяемое при решении задач:

Ж) если ar = as и 1, то г— s.
II. Свойства, выражающиеся неравен

ствам и:
3) если а <Ь, то аг < Ьг при г > 0 и аг > Ьг при г < 0;
И) если а> 1, mo ar> as при г > s;
К) если 0 < а < 1, то ar <as при r> s.

Для примера докажем свойство А). Пусть г = -^-, s = -~-,
где т, р — целые, а п, q— натуральные числа. Число аг 
обозначим через Ь, а число а?—через с. Таким образом, 
Ь = аг = ÿam, c = as= \/~ар. Оба числа Ь, с положительны. 
При этом, по определению корня, Ьп =ат, сч — ар. Возведем 
первое из этих равенств в степень q, а-второе—в степень«. 
Мы получим (£>")’ = (а”)?, (с?)" = (û/’)", или, иначе, Ь'“1 = атЧ, 
спч — апр. Перемножив два последних равенства, получаем 
й"9.с'!<7 = й“'7-а"Л Применяя свойства в) и а) (для целых 
показателей, как мы-знаем, они справедливы), перепишем 
это равенство в виде (bc)ntí = amg+np. Из этого следует, 
по определению арифметического корня, что Ьс = п%/ат'1+пр. 
Вспоминая теперь определение (5) степени с рациональ-
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ным показателем, мы находим отсюда 
під + пр mg пр т р

Ьс=а пч = ап<> +"î = — ar+s.

Наконец, остается вспомнить, что b = ar, c = as, и мы 
получаем требуемое равенство ar-as — ar+s.

В заключение этого параграфа мы рассмотрим свойства 
степенной функции

у = хг (% > 0) (6)
с произвольным рациональным показателем г. Согласно 
определению степени (см. (5)) эта функция задана при

%>0, т. е. ее областью определения служит луч (0, оо). 
Эта функция обладает следующим свойством:

Л) При г^О функция (6) принимает все положитель
ные значения. Она является возрастающей при г^> 0 и 
убывающей при г < 0 (рис. 108).

В самом деле, пусть у„—произвольное положительное 
число. Покажем, что в некоторой точке х0 функция (6) 
принимает значение у0, т. е. найдется такое число х0 > О,

- г ( У У
что хг0 — у0. Мы имеем у0 = уі = у g =\Уа / (напомним,

( -У
что г#=0). Полученное равенство \yor J =Уй показывает, 

_х_
что в качестве искомого числа х0 можно взять х0 = y¿, и 
МЫ получим %J=ÿ0.
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Тем самым доказано, что функция (6) принимает все 
положительные значения. Из свойства 3) непосредственно 
вытекает, что эта функция является возрастающей при 
г > 0 и убывающей при г < 0.

§ в. Степень с действительным показателем

Теперь мы подходим к заключительному этапу обоб
щения— к распространению понятия степени на случай 
любых действительных показателей. Как и в случае 
рациональных показателей, мы должны ограничиться 
случаем, когда основание степени положительно. Мы 
должны так определить степень с действительным пока
зателем, чтобы в случае рациональных показателей степень 
имела тот же смысл, как и в § 5, и чтобы для степеней 
с действительными показателями сохранились все свойства, 
указанные в предыдущем параграфе. На этот раз, чтобы 
понять, как следует определить степень с действительным 
показателем, мы воспользуемся свойствами Е), И), К).

Пусть а — произвольное действительное число. Рас
смотрим неубывающую последовательность рациональ
ных чисел г1( г2, г3, ..., имеющую число а своим пре
делом. Таким образом,

(7)
причем разность а — rk неограниченно уменьшается с рос
том k. Например, в качестве гп г2, г3, ... можно взять 
последовательность все более точных десятичных прибли
жений числа а с недостатком (ср. стр. 60). Предположим 
сначала, что а> 1. Если мы хотим, чтобы степени с дей
ствительными показателями обладали свойством И), то, 
в силу (7), должны написать

Таким образом, последовательность чисел аг>, ar«, art, ... 
является неубывающей. А так как числа гп г2, г3, ... все 
более приближаются к числу а, то естественно предполо
жить, что числа аг*, аг‘, аг*, ... будут все более прибли
жаться к числу аа, т. е. что а“ есть предел последова
тельности аг>, аг', аг>, ... (Можно ¿было бы доказать, 
что из выполнения свойства И) с необходимостью вытекает, 
что аа есть предел этой последовательности, но мы этого 
доказывать не будем, так как речь идет здесь о наводя
щих соображениях, которые позволят найти определение
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степени с действительным показателем.) В случае, если 
а < 1, из (7) вытекает на основании свойства К), что 

аг' '^аг'~^аг>'^ ... а“,
т. е. последовательность ar<-, аг*, аг>, ... является невоз
растающей, и снова естественно предположить, что аа есть 
предел этой последовательности. Наконец, при а=1 
каждое из чисел аг‘, аг», аг\ ... и а“ равно 1 (свойство Е)), 
и в этом случае аа также есть предел последовательности 
аг>, аг>, аг>, ... В результате мы приходим к мысли о том, 
что степень аа в любом случае (а > 1, а < 1, а= 1) можно 
определить как предел последовательности аг<, аг», аг>, .. . 
Это определение мы и примем.

Итак, пусть а — произвольное действительное число и 
г,, г2, г3, ... —неубывающая (или невозрастающая) по
следовательность рациональных чисел, имеющая число а 
своим пределом (т. е. 1ітг„ = а). Тогда, по определению,

П -+ »
а“ = lim (8)

Л -► 00

Чтобы убедиться в математической корректности этого 
определения, необходимо проверить два факта. Во-первых, 
надо убедиться, что неубывающая (или невозрастающая) 
последовательность чисел аг<, аг>, аг*, ... является огра
ниченной її, следовательно, можно говорить о ее пре
деле. Во-вторых, надо убедиться, что предел (8) не изме
нится, если последовательность гп г2, г3, ... заменить 
другой неубывающей (или невозрастающей) последова
тельностью рациональных чисел, также имеющей число а 
своим пределом. Оба факта доказываются сравнительно 
несложно, но мы здесь этих доказательств не приводим, 
поскольку в школьном курсе эти факты не доказываются 
(и обычно даже не формулируются). Тем не менее обсуж
дение этих фактов нам кажется важным, так как пссту- 
пающие в вузы (особенно с повышенными математическими 
требованиями) должны ясно представлять себе, какие 
факты лежат в основе определения понятия степени, какие 
из этих фактов доказаны в школьном курсе, а какие — нет.

Итак, формула (8) дает определение степени с действи
тельным показателем. Оказывается при этом, что все 
свойства степеней, рассмотренные в предыдущем параграфе 
для случая рациональных показателей степени, сохра
няются и для действительных показателей. Иначе говоря, 
все свойства А) — К) (стр. 251) остаются в силе при а> О,
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b > 0 и любых действительных г, s. Свойство Л) (стр. 252) 
также сохраняется. Иными словами, функция

z/ = x“,
где а — произвольное действительное число, определена 
на луче (0, оо) и при а#=0 принимает все положитель
ные значения. Она является возрастающей при а>0 и 
убывающей при а<0. В частности, а“ > 0 при любом 
а>0 и любом действительном а. Доказательства этих 
свойств мы не приводим.

§ 7. Показательная и логарифмическая функции

Функция у = ах называется показательной функцией. 
Число а (основание) всегда предполагается положи
тельным. Согласно определению понятия степени (§6) 
показательная функция
у — ах определена на всей 
числовой прямой —со <
< X < оо. Из сказанного 
в предыдущем параграфе 
непосредственно вытекают 
следующие свойства по
казательной функции (см. 
свойства И) и К)).

Показательная функ
ция у = ах принимает толь
ко положительные значе
ния. При а > 1 она являет
ся возрастающей, а при 
а < 1 — убывающей (рис.

Имеется еще одно важное свойство показательной 
функции:

М) При а=£1 показательная функция у = ах прини
мает все положительные значения, т. е. множество значе
ний этой функции представляет собой-луч (0, оо).

Доказательство этого свойства основано примерно на 
тех же идеях, что и доказательство свойства Л) на стр. 252. 
Однако это доказательство выходит за рамки курса мате
матики средней школы, и мы его здесь не приводим.

Итак, для любого положительного числа а, отличного 
от единицы, функция у — ах определена на всей числовой 
прямой —оо <%<оо, монотонна (возрастает при «> 1
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и убывает при а < 1) и значения этой функции заполняют 
бесконечный интервал 0<z/<oo. Следовательно, можно 
рассматривать обратную к ней функцию (см. §5 гл. VII), 
которая обозначается символом у — loga х и называется 
логарифмической функцией. Подчеркнем еще раз, что функ
ция y = logöx определена только при а>0, 1.

Из свойств обратной функции, доказанных в § 5 
гл. VII, вытекают следующие свойства логарифмической 
функции.

1. Функция у= logox (согласно свойству В на стр. 209) 
определена на бесконечном интервале 0 < х < оо (и только

на этом интервале), а множеством значений этой функции 
является вся числовая прямая —оо <г/<оо.

2. Функция у= logex является возрастающей при а > 1 
и убывающей при 0 < а < 1 (свойство Б на стр. 208).

3. График функции y = logax симметричен графику 
функции у — ах относительно биссектрисы первого и треть
его координатных углов (свойство Г на стр. 209). Графики 
различных функций у — log„x показаны на рис. 110 и 111.

4. Соотношение -ѵ„ — log0 уа означает (согласно свойству 
А на стр. 208), что у0 > 0 и выполняется соотношение 
уц = ах<

К = logo i/o} {уа > 0} А {У О = аЛ“} • (9)

5. Для любого а > 0, а#=1 (согласно свойству Д на 
стр. 209) выполняются соотношения

ах°Ъах = х (х > 0),
logoa* = X.

(Ю)
(П)

256



Указанные выше свойства, в частности свойства, зада
ваемые формулами (9), (10), (11), являются основными 
свойствами логарифмов (соотношение (9) обычно прини
мается за определение логарифма в çypce математики 
средней школы). Из этих соотношений вытекает ряд даль
нейших свойств логарифмов, которые мы рассмотрим 
в следующем параграфе.

Пример 4. Найти log39, log_¡_ 4, ïogd 2.
2

Решение. Обозначим log39 через х. Соотношение 
%=log39, согласно свойству 4, равносильно соотношению 
3х = 9, которое выполняется при х — 2 и только при этом 
значении X, так как функция 3х монотонна. Следова
тельно, log39 = 2 (произносится: логарифм девяти по ос
нованию три равен двум).

Аналогично находим
logy 4 = —2, так как (у) = 4;

! 2_
- log42 = у , так как 42 =2.

Пример 5. Доказать, что для любого а > 0, а =И= 1, 
выполняются соотношения

logec=l, logol = 0.

Решение. Указанные соотношения получаются из 
соотношения (11) при X— 1 и % = 0, так как для любого 
а> 0 имеем а°=1 (см. формулу (3) на стр. 244).

Замечание. Йз соотношения loga 1 — 0 и монотон
ности функции y = logox (см. свойство 2, стр. 256) сле
дует, что если а > 1, то

logo * > 0 при X > 1, logo х < 0 ПРИ 0 < X < 1, 

а если а < 1, то
logo X < 0 при X > 1, logo х > 0 при 0 < X < 1 

(ср. рис. ПО, 111).
Эти неравенства часто используются при решении 

задач. Их легко запомнить следующим образом: если 
числа а и X лежат на числовой прямой по одну сторону 
от единицы, то log0x> 0, а если числа а и х лежат по 
разные стороны от единицы, то loge х < 0.

9 В. Г. Болтянский н др. 257



§ 8. Свойства логарифмов

Г. Логарифм произведения двух положительных чисел 
по данному основанию равен сумме логарифмов этих чисел 
по тому же основанию,' т. е. для любых чисел а>0, 
а #= 1, %! > 0, л'а > 0 выполняется соотношение

Ioga (*Л) = loga *1 + loga *2- (12)
Доказательство. Обозначим логарифмы logaX! 

и logax2 через г/і и у»:
loga^i = i/i> logflx2=i/2. (13)

Тогда согласно свойству 4 (стр. 256)
х2 = ау*,

откуда получаем (в силу свойства А) на стр. 251) 
ххх2 = ау> ■ аУ‘ = ау'+у‘.

Применяя снова свойство 4 (стр. 256), находим отсюда 
loga(x1x2) = z/1 + z/2. (14)

Из формул (13) и (14) вытекает равенство (12).
2°. Логарифм частного двух положительных чисел по 

данному основанию равен разности логарифмов делимого 
и делителя по тому же основанию, т. е. для любых 
чисел a > О, a #= 1, хг > 0, х2 > 0 выполняется соотно
шение

loga^-= loga*! — logoxs. (15)

Это свойство доказывается так же, как предыдущее.
3° Для любых чисел a > 0, 1, х> 0 и любого дей

ствительного числа а выполняется соотношение
loga Xa = a loga X. (16)

Доказательство. Обозначим logax через у..
y = ïogax. (17)

Тогда согласно свойству 4 (стр. 256)
X = ау.

Возводя обе части этого равенства в степень а, находим 
(в силу свойства Б) на стр. 251)

Xa = (aí/)a =
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Применяя снова свойство 4 (стр. 256), находим отсюда
logax“ = az/. (18)

Из формул (17) и (18) вытекает равенство (16).
4°. Для любых чисел a > О, а#=1, ¿>0, b=£ï, %>0

выполняется соотношение
l0^x = i¿^-^ébx. (19)

Доказательство. Обозначим logaх через у.
y=logax. (20)

Соотношение (20) согласно свойству 4 (стр. 256) равно
сильно соотношению

ау = х,
из которого получаем

logb aÿ= log¡, я.

На основании свойства 3° это равенство можно записать 
в виде

у logba=logbx. (21)

Из формул (20) и (21) получаем равенство (19).
Замечание. По формуле (19) можно находить ло

гарифмы чисел по любому основанию а, если известны 
логарифмы чисел по некоторому заданному основанию/?. 
Число [ogfr ¿ в формуле (19) называется модулем перехода
от логарифмов по основанию а к логарифмам по основа
нию Ь. В частности, при ¿>=10 формула (19) имеет вид

По этой формуле можно находить логарифмы чисел по 
любому основанию с помощью таблиц десятичных лога
рифмов.

Сформулируем дальнейшие свойства логарифмов.
5°. Для любых чисел а>0, а=Д1, %>0, а=^=0 выпол

няется соотношение
ioëa.x=-^logax. (22)
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6°. Для любых чисел а > О, а=£\, ¿> > О, by= 1 выпол
няется соотношение

loge ô • logb а = 1- (23)
7°. Если основание и число, стоящее под знаком лога

рифма, возвести в одну и ту же степень, отличную от 
нуля, то логарифм не изменится, т. е. для любых чисел 
а > 0, a*j¿={, х>0, а =/=0 выполняется соотношение

log^ x“ = 1og«x. (24)

Доказательство свойств 5°—7°, которые- легко можно 
получить как следствия свойств 1°.—4°, мы предоставляем 
читателю.

Пр имѳр 6. Доказать, что для любых чисел а > О, 
а^ 1, а#=0 и любого действительного числа ß выпол
няется соотношение

ч°(аР)=4- (25)

Доказательство. Обозначим logaI (aß) через у:
y=logfle (aß). (26)

Соотношение (26) согласно свойству 4 на 
равносильно соотношению

стр. 256

(a“)ÿ = aß. (27)

Из соотношения (27) по свойствам степени находим 
а^ = аР, ai/ = ß, у = ¿.

Наконец, подставляя найденное значение для у в фор
мулу (26), мы и получаем соотношение (25).

Заметим, что соотношение (25) можно получить и дру
гим способом, например применяя последовательно 
формулы (16), (22) и результат примера 5.

В заключение приведем общую сводку формул для 
действий над логарифмами, полученных в этом параграфе:

log« (хгхг) = log« хх + log« х„, ( 12)

log«-^-=log«x1 —log«x„, (15)
Л2

log« x“ = а log« X, (16)
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(19)

log0ö-logba = 1,
Ìogfl, xa = loga X.

(22)

(23)
(24)

Отметим еще раз, что все эти соотношения выполня
ются тогда и только тогда, когда есє выражения, стоящие 
в этих соотношениях, имеют смысл, т. е. 1) основание 
логарифма должно быть положительным числом, отличным 
от единицы, 2) выражение, стоящее под знаком логариф
ма, должно быть положительным числом.

Задачи к главе VIII

8.1. Найдите числовые значения выражений:

2

1. loga 4. 4. log6¿.

2. logj_2. 5. log2,9.
4

3. log 1 -І-. 6. loge 16.
з

8.2. Найдите числовые значения выражений (считая, 
что а > 0, а=£ 1):

1. loga» а. 3. log_i_ а1.
а

2. loga» а3 • 4. log^- У а.

8.3. Решите уравнения:
1- log0,iX = —2. 3. logx7 = — 1. 
2. log81x = y. 4. log/^8 = 3.

8.4. Найдите числовые значения выражений:

2. 27Іоб»2. 4. 4‘°я»27.
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8.5. Найдите числовые значения выражений (считая, 
что а > 0, a=# 1):

1°яа2
1. а

2. а Ѵа .

І0Я і 
V а3. (2а)

4 log 5
4. а

8.6. Выясните, какие из указанных ниже логарифмов 
положительны, какие отрицательны.

1. loga5. 3. log0i20,8.

2. log8 2.. 4. l°g i V 7.

8.7. Выясните, какое из указанных чисел больше 
другого.

log3 4 или І0§4|.

logo,і V2 или log0l2 0,34.

log 3 V- или 
4

1 3log 5 T .2
2’°s»3 или

!ogj -1-
3 2.

к Докажите, что для любых чисел а>0, а#=1,
< 0, х2 < 0 выполняются соотношения

loga (*1*г) = loga I *1 И- 1 Oga 1*2 I.

loga 7і = loga I *11~ loga І Хг |.Л2
8.9. Докажите, что для любых чисел a>0, a#= 1,

Xj > 0, Xj > 0.........xk > 0 выполняется соотношение

loga (*1*2 • • • *й) = loga *1'+ loga *2 + • • • + loga XA.
8.10. Докажите, что для любых чисел a>0, a#= 1, 

х=0=О и любого целого четного числа п выполняется со
отношение

logaxn = nlogjx|.

8.11. Найдите log49 32, если log214 = a.
8.12. Найдите log16 49, если log79 = a и log, 45 = b.
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В задачах 8.13 — 8.17 требуется доказать равенства, 
предполагая, что указанные выражения имеют смысл.

loga 6+loge X

8.13. logax (ta):

8-'4-

1 + loga X

8.15.

8.16. 1 1

loga *1 
loga X2 '

1
^Og^Xx.

M*+l)
logaX 1 logfl2X

8.17. log,fliöa * ♦ * a fe X =

ioëakX
1

2 loga Я '

1 1
loga,Xn loga, X loga/x

Постройте графики функций (8.18—8.32):
8.18. г/ = 2'*1. 8.19. y = 2~\xl..
8.20. í/ = |log2x|. 8.21. y — 1 x31 + 2~x
8.22. í/ = 2*—2х. 8.23. z/ = 2loe2*.
8.24. z/ = 21og2x. 8.25. y = log2 x2.
8.26. z/=|log2(x—1)|. 8.27. ÿ = log2|x—1
8.28. í/ = |log2|x— 11|. 8.29. y = 2C0SX.
8.30. y = 2‘g x. 8.31. y= lgsinx.
8.32. y = lg tgx.



ГЛАВА IX
УРАВНЕНИЯ

§ 1. Равенство, тождество, уравнение

Знак равенства используется в математике очень часто, 
и смысл,, который придается этому знаку, далеко не всегда 
один и тот же. Так, часто мы соединяем знаком равенства 
два числа, например:

65£_9_137
257 — Z 257 ’

1236 = 2®, 3-103, 
(/2+1)®= 3+21/2,

1°§Г2 (т) _ 10'

(1)

(2)
(3)

(4)

Каждая такая запись представляет собой некоторое вы
сказывание, которое может быть истинным или ложным. 
Среди приведенных выше четырех высказываний такого 
рода первые три являются истинными, а четвертое—• 
ложным.

Для того чтобы убедиться в истинности (или лож
ности) такого высказывания, нередко бывает нужно про
извести те или иные действия: сложение дробей, разло
жение на множители, возведение суммы двух чисел в квад
рат и т. п. Однако смысл знака равенства во всех этих 
случаях один и тот же: истинность такого высказывания 
означает, ЧТО слева И справа ОТ знака paDcnciua стоит 
od но и то же число (только, может быть, записанное по- 
разному).

Высказывания такого вида мы будем называть число
выми равенствами. Если некоторое числовое равенство 
представляет собой истинное высказывание, то для 
краткости говорят: «это — верное равенство». Так, ра
венство (1) — верное. Если же некоторое числовое равен
ство представляет собой ложное высказывание, то для
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краткости говорят: «это—неверное равенство». Так, 
(4) — неверное равенство.

В ином смысле применяется знак =, когда идет речь 
о равенстве функций. Напомним, что две функции /(а) и 
g (а) считаются равными (т. е. совпадающими), если, во- 
первых, области, определения этих двух функций совпа
дают и, во-вторых, для любого числа а0, принадлежащего 
общей области определения этих функций, значения функ
ций в точке х0 совпадают, т. е. верно числовое равенство 
/(а0) ~ё(х0). Равенство функций f (х) и g(x) обычно вы
ражают записью f(x) = g(x)- Например, мы пишем

(а2 + 1 )3 = Xі + За4 + За2 + 1,

выражая этой записью тот факт, что слева и справа от 
знака — стоят равные функции (т. е. слева и справа 
стоит одна и та же функция, только, может быть, запи
санная по-разному).

В записи, выражающей равенство (т. е. совпадение) 
двух функций, вместо знака = часто используют знак =, 
называемый знаком тождественного равенства. Запись 
/(x)==g(%) означает совпадение функций /(х)и^(а). 
Запись равенства двух функций (т. е. соотношение /(%) = 
= g(x) или /(z) = g(x)) называют также тождеством. 
Подчеркнем еще раз: когда мы говорим, что f(x) = g(x) 
есть тождество, то это означает, что области определения 
функций /(а) и g(x) совпадают и при этом для лю6огоа0, 
принадлежащего этой области определения, справедливо 
числовое равенство /(х0) = £(а0). Примерами тождеств 
могут служить соотношения

(а + 1 )3 = х2 + 2а + 1, 
log2 2х = X,

1 _ KÄ+1
Кх-1 *-1 ’ 
sin2 А= 1—COS2 А

И др.
Иногда при рассмотрении тождеств приходится огра

ничивать области определения функций. Именно, будем 
говорить, что равенство f(x) = g(x) является тождеством 
на множестве М, если, во-первых, множество М содер
жится в области определения каждой из функций /(а), 
g (а) и, во-вторых, для любого числа Ао, принадлежащего 
множеству М, справедливо числовое равенство / (x0)==g(A0)
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В этом случае пишут:
f (х) s g (х) на множестве М

или
f (х) = g (х) при X g М.

Пример 1. Равенство У х2 —х является тождеством 
на множестве неотрицательных чисел, т. е.

j/xa==x при х^О.
Заметим, что обе функции j/x5 и х определены на мно

жестве всех действительных чисел, но значения их сов
падают лишь на множестве неотрицательных чисел. На 
множестве всех действительных чисел соотношение 
)/ха = х тождеством не является.

Пример 2. Рассмотрим равенство 
arcsin (sin х) = YX2.

Обе функции (стоящие в левой и правой частях ра
венства) определены на множестве всех действительных 
чисел. Однако написанное равенство является тождеством 
лишь на отрезке ^0, у] , т. e. arcsin (sin х) = Y х2 при

0<Х<у .
Разумеется, при написании тождеств вовсе не обяза

тельно обозначать аргумент функций буквой х. Можно 
аргумент обозначить буквой 2, буквой а или любым дру
гим символом. Так, соотношения

(2+ 1)2 = 22 + 2г + 1,
(а— 1) (а2 + а+ 1) = а3— 1

являются тождествами на множестве всех действительных 
чисел (или даже на множестве всех комплексных чисел).

Можно также рассматривать функции, зависящие от 
двух или большего числа аргументов, и писать тождества 
для таких функций. Конечно, и в этом случае надо 
указывать, при каких значениях аргументов написанное 
равенство является тождеством. Например, равенство

log2 ab = b log2 а
является тождеством при а > 0 и любом действительном Ь; 
равенство

tg (х + у) tgx+tgÿ 
1—tgx-tgÿ
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является тождеством при x=£=^-\-kn, ^у=у + ля,х+^

+ где k, п, т—любые целые числа, и т. д.
Мы рассмотрели два случая использования знака = 

в алгебре: для записи числовых равенств и для записи 
тождеств (в последнем случае он иногда заменяется зна
ком =). В совершенно ином смысле используется знак = 
при рассмотрении уравнений. Уравнение с одним не
известным X в общем случае записывается в виде

/(х)=£(х), (5)

где f(x) и g(x}—произвольные функции. Таким образом, 
по внешнему виду уравнение выглядит так же, как и 
тождество: две функции, соединенные знаком равенства. 
Но когда мы говорим, что соотношение (5) есть урав
нение, то это показывает наше отношение к этому ра
венству. Именно, когда мы говорим, что (5) есть уравнение, 
то это означает, что равенство (5) рассматривается как 
неопределенное высказывание (при одних значениях х 
истинное, при других—ложное), и мы интересуемся на
хождением корней этого уравнения, т. е. таких значений х, 
при подстановке которых это неопределенное высказыва
ние становится истинным. Более подробно, корнем (или 
решением) уравнения называется всякое число, при под
становке которого вместо неизвестного в обе части урав
нения получается справедливое (верное) числовое равен
ство. Но что значит «получается справедливое числовое 
равенство»? Это означает, во-первых, что при подстановке 
этого числа вместо неизвестного все действия, обозначен
ные в левой и правой частях уравнения, оказываются 
выполнимыми и, во-вторых, в результате выполнения 
этих действий в левой и правой частях получается одно 
и то же число. Иначе говоря, число а называется корнем 
уравнения (5), если, во-первых, это число принадлежит 
как области определения функции /(х), так и области 
определения функции g(x) и, во-вторых,‘значения этих 
функций в точке а совпадают, т. е. f{a) = g(a).

Итак, если сказано, что равенство (5) рассматривается 
как уравнение, то это означает, что мы интересуемся 
нахождением корней этого уравнения, т. е. тех значений х, 
которые обращают соотношение (5) в верное числовое 
равенство.
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Пример 3. Для уравнения (х—1)а = ха—2%+1 лю
бое комплексное число является корнем, так как равен
ство (х0—l)2 = xg—2х0+1 имеет место для любого комп
лексного числа х0.

Пример 4. Если рассматривать уравнение | х | = х 
на множестве всех действительных чисел, то всякое не
отрицательное число является корнем этого уравнения 
(других корней нет).

Пример 5. Уравнение lgx = lg(—х) не имеет реше
ний, так как левая часть этого уравнения определена при 
положительных значениях х, а правая — при отрицатель
ных, т. е. области определения левой и правой частей 
не имеют общих точек.

Пример 6. Уравнение cosx = 2 не имеет решений 
на множестве действительных чисел, так как | cos х01 1
для любого действительного числа х0.

Пример 7. Уравнение х2 = —1 не имеет решений 
на множестве действительных чисел и имеет два решения, 
х1 = і и х3 = — і, на множестве комплексных чисел.

Если найдена некоторая совокупность значений х, 
каждое из которых является корнем уравнения f (x)=g(x), 
то это еще не значит, что мы решили уравнение.

Решить уравнение—значит найти все его решения 
(или доказать, что уравнение не имеет решений).

Отметим, что бессмысленно ставить вопрос, «является 
ли равенство f(x) — g(x) тождеством или уравнением». 
Одно и тоже равенство f(x) = g(x) в различных условиях 
может рассматриваться и как тождество, и как уравнение. 
Если мы говорим, что «/(x) = g(x) есть тождество», то 
непременно надо указывать, на каком множестве 
это- равенство является тождеством. Фраза «f (х) = g (х) 
есть тождество на множестве М» есть некоторое утвер
ждение, некоторое высказывание. Если же мы говорим, 
что рассматриваем уравнение f(x) = g(x), то мы, по 
существу, имеем дело с вопросительным предложе
нием: мы ставим вопрос, каковы корни этого уравнения, 
т. е. каковы те значения х, которые обращают соотно
шение f(x) = g(x) в верное числовое равенство.

Пример 8. Равенство ]Ґх2 — хможно рассматривать 
и как тождество, и как уравнение. Если мы относимся 
к этому равенству как к тождеству, то наиболее полной 
формулировкой будет следующая: равенство j/x2 = x яв
ляется тождеством при Л'^0. Если же мы относимся
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к этому равенству как к уравнению, то это означает, что 
мы рассматриваем задачу: решить уравнение У~х* = х, т. е. 
ставим вопрос о том, каковы корни этого уравнения. 
Ответ будет таков: корнями уравнения У"х2 = х являются 
все неотрицательные числа и только они.

Пример 9. Бессмысленно ставить вопрос, является 
ли соотношение 0-%4-5 = 5 тождеством или уравнением. 
Мы можем сказать, что оно является тождеством на мно
жестве всех действительных чисел. Но мы можем также 
рассматривать это соотношение как уравнение и тогда 
скажем, что корнями этого уравнения являются все дей
ствительные числа.

Замечание. Кроме рассмотренных выше случаев 
использования знака = в математике встречаются и 
другие. Так, выражение вида «рассмотрим функцию 
f(x) = x3 — Зхг + 5х—7» часто используется в качестве 
определения. В этом случае знак = имеет тот смысл, 
что всюду в проводимом рассуждении /(х) будет обозна
чать именно эту функцию. Встречаются и иные случаи 
использования знака *= в математике, на чем мы, однако, 
не останавливаемся.

§ 2. Потеря корней и появление посторонних корней 
при преобразовании уравнений. Равносильные уравнения. 

Уравнение, являющееся следствием данного. 
Дизъюнкция уравнений

В процессе решения уравнения мы обычно производим 
некоторые преобразования, т. е. последовательно заменяем 
данное уравнение другими уравнениями, все более про
стыми, пока наконец не получим уравнение, которое мы 
умеем решать. Трудно перечислить все виды преобразо
ваний, которые мы выполняем при решении уравнений: 
их очень много. Еще труднее дать полный список реко
мендаций, в каких случаях следует выполнять те или 
иные преобразования. Но есть одно непреложное пра
вило; которое никогда не следует забывать: нельзя 
выполнять преобразования, которые могут привести к по
тере корней. Ведь мы говорили уже, что решить уравне
ние— значит найти все его корни, так что потеря кор
ней в процессе решения недопустима.

Есть и другая опасность, которая может подстере
гать нас при решении уравнений, правда, опасность,
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значительно меньшая, чем потеря корней. Заключается она 
в том, что при некоторых преобразованиях могут по
явиться новые корни, т. е. может оказаться, что новое 
уравнение (к которому мы приходим в результате преоб
разования) имеет больше корней, чем первоначальное. 
Иными словами, в новом уравнении, кроме корней пер
воначального уравнения, могут появиться лишние, по
сторонние корни. С этим обстоятельством связана необ
ходимость проверки корней. Именно, если хоть один раз 
в процессе решения применялось преобразование, кото
рое может привести к появлению посторонних корней, 
то после окончания процесса решения обязательно нужно 
проверить, какие из найденных корней удовлетворяют 
исходному уравнению, а какие ему не удовлетворяют, т. е. 
являются посторонними и, следовательно, должны быть 
отброшены. Проверку можно не производить только в том 
случае, если ни одно из примененных преобразований 
не приводит к появлению посторонних корней.

Уточним смысл терминов «потеря корней», «посторон
ний корень».

Пусть f(x) = g(x)— заданное уравнение, а Д(л') = 
—некоторое новое уравнение, которое мы хотим 

рассматривать вместо первоначального уравнения (напри
мер, уравнение, полученное в результате «преобразова
ния»), Мы говорим, что при переходе от уравнения 
f(x) = g(x) к уравнению fí(x) = g1(x) происходит потеря 
корней, если существует число х0 (хотя бы одно), явля
ющееся корнем уравнения /(х) = £(х) и не являющееся 
корнем уравнения f1(x) = g1(x). Далее, число х± назы
вается посторонним корнем, получающимся при переходе 
от уравнения f(x) = g(x) к уравнению Д (х) — gx (х), если 
это число является корнем уравнения /1(х)=^1(х) и 
не является корнем первоначального уравнения f(x) = g (%).

Заметим, что при выполнении таких преобразований, 
как приведение в уравнении подобных членов, сокраще
ние обеих частей уравнения на общий множитель, отбра
сывание общего множителя числителя и знаменателя 
дроби, могут быть потеряны корни или появятся посто
ронние корни. Рассмотрим несколько простых примеров.

Пример 10. Если в уравнении

привести подобные члены, то получится уравнение
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х2—5% +6 = 0, имеющее корни х1 = 2, х2 = 3. Однако число 
хх = 2 не входит в область определения левой и правой 
частей исходного уравнения и не является его корнем, 
так как выражение теряет смысл при х — 2. Приве
дение подобных членов в рассматриваемом примере при
вело к расширению области определения функций, стоящих 
в левой и правой частях исходного уравнения, и к появ
лению корня х = 2, который для исходного уравнения 
является посторонним.

Пример 11. Если разделить обе части уравнения 
х3 = х на X, то получим уравнение х2=1, имеющее корни 
хх = 1, х2 = '— 1, в то время как исходное уравнение х3=х, 
кроме корней хх = 1, х2 = — 1, имеет корень х = 0. Значит, 
сокращая обе части уравнения на х, мы потеряли корень 
% = 0.

Пример 12. Рассмотрим уравнение

sin X-sin 2х _ g 
sinx '

Если разделить числитель и знаменатель левой части 
уравнения на sinx, то получится уравнение sin2x = 0, 
имеющее корни x = (п = 0, ±1, ±2, ...). Однако
исходному уравнению удовлетворяют только те корни 
уравнения sin 2% = 0, которые удовлетворяют условию 
sinx#=0 (х.#=лй, k—целое). Таким образом, сокращение 
числителя и знаменателя левой (или правой) части урав
нения на общий множитель может привести к появлению 
посторонних корней.

Пример 13. Рассмотрим уравнение
cos X cos Зх 
sinx sin X

Отбрасывая знаменатели дробей, приходим к уравне
нию cosx = cos3% или

2sinx-sin2x = 0. (6)
Так как корни уравнения sinx = 0 удовлетворяют урав
нению sin 2% = 0, то уравнение (6) имеет те же корни, 
что и уравнение sin2x = 0, т. е.

х — ^ (п— целое). (7)
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Однако исходному уравнению удовлетворяют лишь зна
чения X, получаемые из формулы (7) при нечетном п, 
т. е. Х = у(2&+1), k — целое.

Если же в (7) и — четное (n — 2k), то x = nk, sinx = 0; 
но такие X не входят в область определения левой и пра
вой частей уравнения. Таким образом, отбрасывание зна
менателя дроби привело к появлению посторонних корней.

Разобранные примеры убеждают в необходимости рас
смотрения общей теории уравнений, уяснения влияния тех 
или иных преобразований на уравнения. Нам потребуется 
ввести для уравнений понятия равносильности, следствия, 
дизъюнкции.

Определение. Два уравнения
f(x) = g(x) (8)

и
= . (9)

называются равносильными (эквивалентными) на не
котором множестве М, если они имеют в этом мно
жестве одни и те же решения, гп. е. каждый корень 
уравнения (8), принадлежащий множеству М, является 
корнем уравнения (9) и, наоборот, каждый корень урав
нения (9), принадлежащий множеству М, является кор
нем уравнения (8).

Для сокращения записи равносильные уравнения будем 
соединять знаком <->. Иначе говоря, запись

(*) = ё (*)} <-> {Л М = gi. (*)}
или

(8)^(9)

будет означать, что уравнения (8) и (9) равносильны.
Замечание. В дальнейшем, если не оговорено про

тивное, под множеством М мы будем понимать множество 
всех действительных чисел и вместо слов «уравнения рав
носильны на множестве действительных чисел» будем 
употреблять слова «уравнения равносильны», т. е. ука
зание на множество М будем опускать.

Рассмотрим несколько простых примеров, иллюстри
рующих определение равносильности.

Пример 14. {х + 4 = 3%} <-> {х—2 = 0}.
Пример 15.

{2 cos2 х — 1 4-còs 2х} {х2—2х — (х— I)2— 1}.
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Любое действительное число является корнем каждого 
из этих уравнений.

Пример 16. {lgx = lg(— х)}+-»^2 — х + ^у= 1 +

Оба уравнения не имеют корней (множество
корней каждого из этих уравнений является пустым мно
жеством).

Пример 17. {%+1 =0} <->{(%-)-1)з = о}.
Число х = >—1 является корнем (простым) первого 

уравнения и корнем кратности 3 второго уравнения (оп
ределение кратности корня дано на стр. 165). Однако 
понятие кратности корня определяется лишь для алгеб
раических уравнений, а для уравнений общего вида, 
рассматриваемых в этой главе, оно не определяется. По
этому всюду в этой главе кратность корня не учиты
вается и два уравнения, имеющие одни и те же корни 
(без учета кратности), считаются равносильными.

Пример 18. Уравнения х2 = х и * =-^— не рав
носильны: число % = 0 является корнем первого уравне
ния, но не удовлетворяет второму уравнению, так как 
при % = 0 левая и правая части второго уравнения не оп
ределены.

Пример 19. Уравнения. х = 0 и %(%2+1) = 0 равно
сильны на множестве действительных чисел (оба имеют 
единственный корень % = 0) и не равносильны на множе
стве комплексных чисел, где второе уравнение, кроме 
корня ^ = 0, имеет еще два корня: х2 = і, х3 =— і.

Заметим, что если при решении некоторого уравнения 
мы заменяем его другим, равносильным уравнением, то, 
находя корни второго уравнения, мы тем самым найдем 
корни первоначального уравнения.

Однако далеко не всегда удается заменить данное 
уравнение равносильным. Довольно часто, применяя к дан
ному уравнению некоторое преобразование, мы получаем 
новое уравнение, корнями которого являются все корни 
данного уравнения и, быть может, некоторые другие 
числа, не являющиеся корнями данного уравнения. Иными 
словами, речь идет о преобразованиях, при которых 
не происходит потери корней; в таких случаях от посто
ронних корней можно избавиться с помощью проверки.

Определение. Пусть дано некоторое уравнение 
f(x) = g(x). (10)
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Уравнение
(11)

называется следствием уравнения (10), если при пере
ходе от уравнения^ (10) к уравнению (11) не происходит 
потери корней, т. е. если все корни уравнения (10) явля
ются корнями уравнения (11).

Иногда вместо фразы «-уравнение (11) является след
ствием уравнения (10)» используют выражение «уравне
ние (11) является выводным из уравнения (10)».

Из приведенного определения следует, что уравне
ния (10) и (11) равносильны в том и только в том слу
чае, когда каждое из этих уравнений является следствием 
другого. Из определения вытекает также, что уравне
ние (11), являющееся следствием уравнения (10), может 
иметь более широкое множество решений, чем множество 
решений уравнения (10).

В целях сокращения записи будем использовать знак—► 
для обозначения того факта, что второе уравнение (за
писанное справа от этого знака) является следствием 
первого. Иначе говоря, запись

(х) = g Ml — {/i {х) = g1 (%)} 
или

(Ю) — (П)

означает, что уравнение (11) есть следствие уравнения (10).
Пример 20. {%= 1}—>-{х2 = 1}. Число х=1 является 

единственным корнем первого уравнения, и вместе с тем 
это число является корнем второго уравнения.

Пример 21. {Зх = 2х + 1}—>-(sin 3x = sin (2х+1)}. 
Второе уравнение является следствием первого (обратное 
неверно, т. е. второе уравнение имеет более широкое 
множество решений).

В заключение этого параграфа рассмотрим понятие 
дизъюнкции уравнений.

Определение. Будем говорить, что уравнение
f(x) = g(x) (12)

равносильно дизъюнкции уравнений
fi(x) = g1(x), f2(x) = g2(x), .... /„(*) = £„(*). (13)

если выполнены следующие условия'.
1) каждый корень уравнения (12) является корнем по 

крайней мере одного из уравнений (13);
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2) любой корень любого из уравнений (13) является 
корнем уравнения (12).

Из этого определения следует, что если уравнение (12) 
равносильно дизъюнкции уравнений (13) и если М—мно
жество корней уравнения (12), а Mlt Мг, ...., Мп—мно
жества корней соответственно уравнений f1(x) — g1(x),
f2 (х) = g2(x), • • • . fn W = gn M. ТО

М = М1U и • ■ ■ и мп.
Иначе говоря, в этом случае вместо того, чтобы решать 
уравнение (12), можно решить каждое из уравнений (13) 
и множества корней всех этих уравнений объединить. 
Это объединение и будет представлять собой множество 
всех корней уравнения (12).

Тот факт, что уравнение (12) равносильно дизъюнк
ции уравнений (13), будем записывать следующим образом: 
{/(x) = g(x)}<-> •
<-> {. І/l (*) = gl (*)] V [f2 (х) = g2 (%)] V ... V [/„ (х) = g„ (х)]}.

(Впрочем, можно было бы условиться опускать в этой 
записи фигурные и квадратные скобки.)

Пример 22. {х2—5х + 6 = 0}<->
<->{[х—2 = 0] Ѵ[х—3 = 0]}.

Пример 23. {sin2х = cos'1 х}
<-» {[sin X — cos2 х] V [sin.r + cos2x = 0]}.

Переход от данного уравнения к дизъюнкции более 
простых уравнений широко применяется при решении 
уравнений. Как правило, процесс решения уравнения 
заключается в следующем. Имея уравнение f(x) = g(x), 
мы (один или несколько раз) применяем переход к но
вому уравнению или дизъюнкции уравнений, т. е. каж
дый переход имеет вид
{/ (x) = g(x)}<->
<-> {[К (х) = gl М] V- [f2 (х) = gz (X)] V • ■ ■ V [/„ (X) = g„ (х)]}.
При этом обязательным является соблюдение следующих 
правил:

1) При указанном переходе не происходит потери 
корней, т. е. если число х0 есть корень уравнения 
/(x) = g(%), то число х0 должно являться корнем хотя бы 
одного из уравнений

Л(х)=£і(х), fn(.x)=gn(x).
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2) Для решения исходного уравнения / (х) =» g (х) 
нужно решить все уравнения ¡\ (х) = gt (х), Д (х) = g2 (х), ...
. . . , fn (Л) = ёп М И ВЗЯТЬ объединение множества корней 
первого из этих уравнений, множества корней второго 
из этих уравнений и т.д.

3) Если нет уверенности в том, что не появилось 
посторонних корней, то каждое число, входящее в это 
объединенное множество, должно быть проверено —яв
ляется оно корнем исходного уравнения или нет.

В результате мы и получаем множество всех корней 
уравнения f (х) = g’(x). Если какое-либо из уравнений 
fk М — ëk (х) (Á= 1, 2, .... п) не решается непосред
ственно, то к нему применяется тот же прием. Почти 
все дальнейшее содержание главы (и рассматриваемые 
ниже примеры) дает иллюстрацию этого правила реше
ния уравнений.

§ 3. Наиболее важные приемы преобразования 
и методы решения уравнений

1°. Перенос слагаемых из одной части уравнения 
в другую, т. е. переход от уравнения

/(%) = ф(х) + £(х) (14)
к уравнению

f(x)-ty(x)=g(x). (15)
Указанный переход всегда приводит к равносиль

ному уравнению, т. е., каковы бы ни были функции /(х), 
Ф(х), g fe. мы имеем (14) «->(15). В самом деле, пусть 
х0 — корень уравнения (14), т. е. соотношение

/fe) = Tfe) + £fe) (16)
представляет собой верное числовое равенство. Это оз
начает, что 1) точка х0 принадлежит области определения 
каждой из функций /(х), ф(х), g(x), т. е. определены 
числа f (х0), ф (х0), g.(x0), и 2) эти числа связаны соот
ношением (16). Прибавляя к обеим частям равенства (16) 
число —ф (х0), получаем

f fe)—Ф fe) = Ф fe)—Ф (-«о) + ё fe).
или

Zfe)—Ф fe) = èffe) (17)
(поскольку для любого ч и с л а а, в частности для а •== ф (х0), 
мы имеем о—а = 0). .Таким образом, (17) есть верное
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числовое равенство. Но это означает, что х„ есть корень 
уравнения (15). Итак, каждый корень уравнения (14) 
является также корнем уравнения (15), т. е. (14)—+(15). 
Аналогично доказывается, что (15)-—>(14).

Итак, мы доказали, что при переносе любого слага
емого из одной части уравнения в другую с противопо
ложным знаком получается равносильное уравнение.

В частности, мы можем, если нужно, перенести все 
слагаемые в одну часть уравнения. Иначе говоря,

{/ (*)} = фМн {/ W—Ф W = 0}.
что является частным случаем эквивалентности (14) <-> (15) 
(при£(%) = 0). Мы видим, что любое уравнение с одним 
неизвестным можно заменить эквивалентным уравнением 
вида h (%) = 0, т. е. уравнением, в левой части которого 
стоит некоторая функция, а правая часть равна нулю.

Указанное преобразование (перенос членов из одной 
части уравнения в другую) применяется при решении 
уравнений чрезвычайно часто. Например, при решении 
иррациональных уравнений применяется «уединение ра
дикала», т. е. перенос всех членов, кроме одного, имею
щего вид в другую часть уравнения.

Подчеркнем, что в этом пункте шла речь только о 
перенесении членов из одной части уравнения в другую 
без последующего приведения подобных членов (если 
таковые имеются). Приведение подобных членов является 
новым преобразованием (которое, как показывает пример 
10, может вызвать появление посторонних корней). К рас
смотрению этого преобразования мы и переходим.

2°. Приведение подобных членов, т. е. переход от урав
нения

/(х) + ф(%)—ф(%) = £(%) (18)
к уравнению

f(x) = g(x). (19)

Прежде чем рассматривать переход от уравнения (18) 
к уравнению (19), сделаем следующее замечание. Согласно 
сказанному в предыдущем пункте уравнение (18) равно
сильно уравнению

f (%) + ф (%) = g (х) + ф (х). (20)
Поэтому переход от уравнения (18) к уравнению (19) оз
начает то же самсе, что и переход от уравнения (20) к 
уравнению (19), т. е. во всех рассуждениях уравнение (18)
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можно заменять равносильным ему уравнением (20). Таким 
образом, сказанное в этом пункте будет относиться не 
только к приведению подобных членов в одной части 
уравнения, но и к вычеркиванию (взаимному уничтоже
нию) одинаковых слагаемых в левой и правой частях.

Прежде чем сформулировать общее утверждение, отно
сящееся к переходу от уравнения (18) к уравнению (19) 
или, что то же самое, от уравнения (20) к уравнению (19), 
рассмотрим следующие примеры.

Пример 24. {х4—х + 2 = х2—х + 2} <-» (х4 = х2}.
При вычеркивании в обеих частях уравнения х4—х + 

+ 2 = х2—х + 2 слагаемого <р(х) = х—2 получается равно
сильное уравнение X4 = X2.

Пример 25. {x2 + lgx = x + lgx} -+ {х2 = х}.
Уравнение х2-=х имеет два корня х\= 1, х2 = 0, тогда 

как уравнение х2 + lgx = x + lgx имеет единственный 
корень х=1 (число х = 0 не является корнем уравнения 
х2 + lgx = x + lgx, так при х = 0 левая и правая части 
этого уравнения не определены).

Таким образом, уравнение х2 = х не равносильно урав
нению Xa + lg х = х + lg X, а лишь является следствием 
этого уравнения.

Появление постороннего корня х = 0 при переходе от 
уравнения х2 + lgx = x + lgx к уравнению х2 = х связано 
с тем, что при этом переходе расширяются множества, 
на которых были определены функции, стоящие в левой 
и правой частях первого уравнения: в уравнении х2+ lg х= 
=x + lgx левая и правая части определены при х>0, 
а в уравнении х2 = х—при всех х.

Очевидно, обратный переход, т. е. переход от урав
нения х2 = х к уравнению х2 + lgx = x + lgx недопустим, 
так как этот переход ведет к потере корня х = 0.

Теперь мы сформулируем общее утверждение. Каковы 
бы ни были функции / (х), g(x), (р(х), уравнение (19) яв
ляется следствием уравнения (18) (или иначе: урав
нение (19) является следствием уравнения (20)). Таким 
образом, при переходе от уравнения (18) к уравнению
(19) (или от уравнения (20) к уравнению (19)) потери 
корней не происходит, но, как показывают примеры 10 
и 25, могут появиться посторонние корни. Доказательство 
этого утверждения аналогично рассуждению на стр. 276; 
мы предлагаем читателю провести это доказательство.

Из сказанного ясно, что при применении рассматри
ваемого преобразования (перехода от уравнения (18) или
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(20) к уравнению (19)) необходимо после решения про
изводить проверку корней, так как могут появляться 
посторонние корни.

Естественно возникает вопрос: в каких случаях рас
сматриваемое преобразование приводит к равносиль
ному уравнению (как это было в примере 24) и, сле
довательно, применение этого преобразования не требует 
последующей проверки корней? Ответ на этот вопрос 
дает следующее утверждение1). Обозначим через М мно
жество, на котором определены функции f(x) и g (х), сто
ящие в левой и правой частях уравнения (19) (т. е. пе
ресечение областей определения функций f (х) и g(x)). 
Тогда, если множество М содержится в области оп
ределения функции ср (%), то уравнение (18) равносиль
но уравнению (19) (гг также уравнение (20) равносильно 
уравнению (19)).

В самом деле, если х0— корень уравнения (19), то 
точка х0 принадлежит области определения каждой из 
функций /(%), g(x) (т. е. принадлежит множеству М) и 
числовое равенство./(%„) = £■ (%„)—верное. Но так как х„ 
принадлежит множеству М, то, по предположению, х„ 
принадлежит и области определения функции ср (х); т. е. 
определено число ср (х0). Прибавляя к обеим частям ра
венства / (х,,) = g (%„) число <р(х0), получаем верное чис
ловое равенство f (%„) + <р (%„)'=g(xQ) + ср (х0), показываю
щее, что х0 есть корень уравнения (20). Таким образом, 
(19)->-(20). Обратное (т. е. (20) —> (19)), как мы знаем, 
имеет место всегда. Следовательно, (19) <->(20) (а потому 
и (18) <-> (19)).

Итак, мы пришли к следующим выводам:
1) (18)-(19);
2) если пересечение областей определения функций /(%) 

и ^(х) содержится в области определения функции 
<р (%), ТО (18) <->(19);

3) если нет уверенности в равносильности уравнении 
(18) и (19), то переход от уравнения (19) к уравне
нию (18) недопустим: он может привести к потере 
корней.

В этих утверждениях уравнение (18) везде можно за
менить уравнением (20).

1) Заметим, что это утверждение дает лишь достаточноё ус
ловие равносильности уравнений (18) и (19). Иначе говоря, даже если 
это условие не выполнено, то в некоторых случаях может оказаться, что 
(18)<->(19). Пример: (х2 —5x + 6-j-lgx —lgx = 0} <-» (ха—5х+6 = 0}.
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3°. Умножение обеих частей уравнения на одно и то 
же выражение, т. е. переход от уравнения

f(x) = g(x) (21)
к уравнению

/(%)ф(х) = £(х)ф(х). (22)

По поводу этого перехода можно высказать следую
щие утверждения:

1) Если в каждой точке, где определены обе функции 
/(х), g{x), определена также и функция ф (х) (иначе го
воря, если пересечение областей определения функций 
/(х) И g(x) содержится в области определения функции 
Ф(х)), то уравнение (22) является следствием уравнения
(21), т. е. (21) -(22).

2) Если при выполнении условия 1) функция ф(х) 
отлична от нуля на пересечении областей определения 
функций /(х) и g-(x), то уравнения (21) и (22) равно
сильны, т. е. (21)*->(22).

Доказательство утверждений 1) и 2) предоставляем 
читателю. Заметим, что в общем случае переход от урав
нения (22) к уравнению (21) может привести как к по
явлению посторонних корней, так и к потере корней.

Пример 26. Рассмотрим уравнение 
X2—х = 0.

Умножив обе части этого уравнения на у, мы полу
чим уравнение

которое не является следствием исходного.
В самом деле, исходное уравнение имеет корни хх = 0,

х,= 1, а уравнение —-— = 0 — лишь корень х= 1. Потеря
корня связана с тем, что функция ÿ не определена при
х = 0, а как раз это значение х является корнем задан
ного уравнения.

4°. Переход от уравнения
Л (х) fa (х)... fn (х) = О (23)

к дизъюнкции уравнений
fi (х) = 0, /а (х) = 0.........f„ (х) = 0. (24)
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Такой переход применяется довольно часто при ре
шении уравнений. Естественно, возникает вопрос: можно 
ли утверждать, что уравнение (23) равносильно дизъ
юнкции уравнений (24)? Иными словами, можно ли полу
чить множество всех корней уравнения-(23), решив все 
уравнения (24) и объединив их корни? Ответ на этот 
вопрос дает следующая теорема.

Теорема 1. Если все функции fr (х), f2 (х), .... fn (х) 
определены на множестве М (т. е. если множество М со
держится в области определения каждой из функций f1(x), 
f2(x), ..., /п(х)), то на этом множестве уравнение (23) 
равносильно дизъюнкции уравнений (24).

Доказательство. Пусть х0£Л4, и пусть х = х0— 
корень одного из уравнений (24). Не теряя общности, 
будем считать, что х = ха — корень уравнения /у(х) = 0. 
Тогда функция /Х(х) определена при х = х„ и f1(xa)=O. 
Так как х0 £ Л4, то функции /2(х)......... /„(%) также опре
делены при х — хй и

Л (*о) f2 (x0)...f„ (хо) = О

(первый множитель в левой части равен нулю).
Итак, любой (содержащийся в множестве М) корень 

каждого из уравнений
Л(х) = 0, /:2(х) = 0........./л(х) = 0

является корнем уравнения (23).
Обратно, пусть х = а—такой корень уравнения (23), 

что а£М. Тогда все функции Д (х), /2(х).........f„(x) оп
ределены при х = а и

Л (а) А (а) - • -în (а) = 0.

Из этого следует, что равно нулю хотя бы одно из чисел 

/і(0), Л (а)........./,,(«)•
А это означает,, что. х = а является корнем по крайней 
мере одного из уравнений

К (х) = 0, f2 (х) = 0........./„ (х) = 0.

Доказанная теорема лежит в основе часто применяе
мого метода разложения уравнения на множители.

Пример 27. Легко проверить, что х’+Зх3—х*—Зх3= 
«=х3(х2— 1)(х+3), поэтому уравнение х6+3x5—х4— Зх3=0
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равносильно дизъюнкции уравнении
х3=0, Xa—1=0, х + 3 = 0

и имеет следующие корни1): хх=0, х2=1, х3=—1, х4=—3. 
Следующий пример показывает, что в общем случае

уравнение
/Дх)/2(х).. ,/„(х) = 0

не равносильно дизъюнкции уравнений 
Л(х) = 0, /2(х) = 0, ...,/„(х) = 0.

Пример 28. Пусть Д(х) = ха—1, Д(х)=-І_. Тогда

уравнение /2(х) = 0 не имеет корней, уравнение /1(х) = 0 
имеет два корня х4 = 1, х2 = —1, а уравнение (х) /2 (х) = 0 
имеет только один корень Xj =—1, так как при х = 1 
левая часть этого уравнения не определена.

Теорема 2. Каждый корень уравнения (23) является 
корнем одного из уравнений (24).

Иначе говоря, дизъюнкция уравнений (24) есть след
ствие уравнения (23):
{Л(х)/а(х)..7„(х) = 0}->

- {[Л (х) = 0] V [К (х) = 0] V ... V [/„ (X) = 0]}.
Доказательство предсставляем читателю. Из этой тео

ремы вытекает, что если мы найдем все корни уравнений 
(24), то среди этих корней будут содержаться все корни 
уравнения (23) и, быть может, некоторые числа, не яв
ляющиеся корнями уравнения (23). Посторонними для 
уравнения (23) будут те значения х, полученные при ре
шении уравнений (24), для которых хотя бы одна из 
функций /\(х), /2(х), ..., /,,(х) не определена.

Замечание. Выше было отмечено, что переход от 
уравнения

/ (х) ф (х) = g (х) ф (х) (25)
к уравнению

/(x)=g(x)
в общем случае недопустим.

При решении уравнения (25) обычно поступают так. 
Вместо уравнения (25) рассматривают уравнение

[f (х) — £(х)]ф(х) = 0, (26)

1) Еще раз напоминаем, что кратность корней мы в этой главе 
не учитываем.
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которое эквивалентно уравнению (25). В свою очередь 
дизъюнкция уравнений

fw—gW = 0. Ф(а) = 0 (27)
является следствием уравнения (26).

Таким образом, если мы решим уравнения (27), объ
единим их корни, а затем проверкой (подстановкой в 
уравнение (25)) отсеем лишние корни, то тем самым мы 
найдем все корни уравнения (25).

П р и м е р 29. Решить уравнение
sin х• ctg 2%• arcsin (х—1) - lg (х— 1) = 0.

Решение. Рассмотрим уравнения sin x=Q, ctg 2х=0, 
arcsin (х—1)=0, lg(x—1)-=0. Они имеют соответственно 
корни
х = лп, х = ^- + ^ (ц=0, ±1,±2, ...), х=1, х = 2.

Те из этих корней, которые принадлежат области опре
деления левой части исходного уравнения, являются кор
нями исходного уравнения.

Обозначим эту область определения через М. Мно
жество М состоит из Есех тех значений X, при которых 
определена каждая из функций sin а, ctg 2%, arcsin (х—1), 
lg (х—1). Но функция sinx определена при всех х, а об
ласти определения остальных трех функций задаются со-

I ответственно следующими условиями:
х#=^ (/¿ = 0, ±1, ±2, ...), 0<х<2, х>1.

Таким образом, множество М состоит из тех значений 
X, которые удовлетворяют неравенству 1 < х 2 и условию

(^ = 0, ±1» ± 2, ...),

т. е. это множество получается выбрасыванием точки у
из полуинтервала 1<х^2. Числа х = зѵг(п = 0, ± 1, 
±2, ...), являющиеся корнями уравнения sinx = 0, не 
принадлежат множеству М и являются для исходного 
уравнения посторонними. Число х=1, являющееся кор
нем уравнения arcsin (х—1) = 0, также не принадлежит 
множеству М. и является посторонним корнем. Далее, 
число х = 2, являющееся корнем уравнения lg(x—1) = 0, 
принадлежит множеству М и является корнем исходного 
уравнения.
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Наконец, нн одно из чисел вида х = -у+^ (ц=0, ±1,
±2, ...), удовлетворяющих уравнению’ctg2х = О, не 
удовлетворяет неравенству 1 <х^2 и потому не при
надлежит множеству М.

Таким образом, корнем исходного уравнения является 
ТОЛЬКО ОДНО ЧИСЛО Xj =2.

5°. Переход от уравнения f(x)=g (х) к. уравнению 
[/(х)]"= [g(x)]n. Такой переход нередко используется 
при решении уравнений, особенно при решении ирраци
ональных уравнений.

Пусть функции f (х) и g (х) определены на множестве М 
(т. е. множество М содержится в области определения 
каждой из функций /(х), g(x)) и /г —произвольное нату
ральное число. Будем предполагать, что М—некоторое 
множество действительных чисел и что на этом множе
стве функции /(х) и g(x) принимают действительные 
значения.

Мы можем утверждать следующее:
1) при любом натуральном п уравнение

[/(*)]" = [£(*)]" (28)
является следствием уравнения

Z(x) = g(x); (29)
2) если п — нечетное число (rt = 2£-t- 1), то уравнение 

(28) равносильно уравнению (29) на множестве М\
3) если п—четное число, то уравнение (28) равно

сильно на множестве М уравнению
I/WI = |gwi, (30)

которое в свою очередь равносильно дизъюнкции урав
нений

Z(x)=g(x) и /(x) = _g(x)
на множестве М. Если при этом окажется, что второе 
из этих уравнений не имеет решений (например, если обе 
функции /(х), g(x) принимают на М только положитель
ные значения), то уравнение (28) оказывается равносиль
ным уравнению (29). В общем же случае переход от урав
нения (28) к уравнению (29) при четном п недопустим, 
так как такой переход может привести к потере корней.

Пример 30. Решить уравнение
]/ 2ха + 5х—3 = х+ 1. (31)
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Решение. Возводя обе части уравнения (31) в квад
рат, получим уравнение

2х2 + 5х—3 = х2 + 2х + 1,
являющееся следствием уравнения (31). Полученное урав
нение равносильно уравнению

х2 + 3х—4 = 0,
корнями которого являются числа xí = —4, х2=1. Про
верка показывает, что корень хх =—4 является посто
ронним для уравнения (31), а корень х2 = 1 удовлетворяет 
уравнению (31).

Таким образом, уравнение (31) имеет единственный 
корень X= 1.

Более общим, чем рассмотренный в 5°, является пе
реход от уравнения

/(x)=g(x) (32)
к уравнению

ф [/(*)] =ф [&ML (33)

где ф (/) — некоторая заданная функция.
Заметим сразу, что в общем случае такой переход 

недопустим. В самом деле, пусть Е1 и £,—множества 
значений соответственно функций / (х) и g(x) и Е—общая 
часть (т. е. пересечение) множеств Е± и £2. Если функ
ция ф (/) не определена на множестве Е, то уравнение (33) 
не имеет решений, в то время как исходное уравнение (32) 
могло иметь решения. Если же множество Е содер
жится в области определения функции ф(/), то, как 
легко доказать, (32)—>-(33). Если же, кроме того, функ
ция ф(/) монотонна, то (32) <->(33).

Пример 31. Уравнение —х2 =—х4 имеет корни 
Хі=0, ха = 1, х3 = —1, а уравнение lg(—x2) = lg(—х4) не 
имеет решений. Произошло это потому, что обе функции 
/(х) = — Xs, g (х) = ——х4 принимают значения, принадле
жащие множеству Е = (—оо, 0], а на этом множестве 
функция lgx не определена.

Мы рассмотрели лишь некоторые преобразования-урав
нений. Разумеется, этими преобразованиями не исчерпы
ваются все те разнообразные преобразования, которые 
приходится применять при решении уравнений. В част
ности, мы пока не рассматривали преобразования, свя
занные со свойствами логарифмической и показательной 
функций. Но об этом будет сказано ниже (см. § 5). Мы
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закончим этот параграф рассмотрением одного важного 
метода решения уравнений.

6°. Метод замены неизвестного. Метод замены неиз
вестного применяется при решении уравнений вида

/(£«) = о. (34)
Он основывается на следующей теореме.

Теорема 3. Рассмотрим уравнение
/(0 = 0, (35)

где t—вспомогательное неизвестное, и пусть ........ tk—
все корни уравнения (35). Тогда для решения уравнения (34) 
достаточно найти все корни каждого из уравнений

g(x) = tm (m=l, 2, ..., k) . (36)
и объединить множества корней этих уравнений. Иначе 
говоря,

= 0} {[g(х) = / J V [g(%) = U V • • • V [£(%) = /А]}.
Доказательство. Пусть t = tm—один из корней 

уравнения (35), а х — х0—корень уравнения g’(x) = Zm. 
Тогда f(tm) = O, g(xQ) = tm и потому f(g(xQ)) = 0, т. е. 
х0— корень уравнения (34). Обратно, пусть х — х0 — корень 
уравнения '(34), т. е. f (g(x0)) = 0. Тогда ясно, что х0 
принадлежит области определения функции g(x). Поло
жим g(x0) = ta. Из равенства /(£(х„)) = 0 мы теперь по
лучаем /(/о) = 0, т. е. t0 — один из корней уравнения (35), 
скажем í0 = tm. Теперь ясно, что х0 — корень уравнения 
g(x) = tm.

Доказанная теорема позволяет свести решение уравне
ния вида (34) к решению нескольких более простых 
уравнений (35), (36).

Обычно эта теорема применяется следующим образом. 
Дано некоторое уравнение F(x) = 0. Задача заключается 
в том, чтобы умело подобрать функцию g(x), позво
ляющую ввести новое неизвестное t=g(x), и затем вы
разить функцию F (х) через t, т. е. представить ее 
в виде. F (x) = /(g(x)). В результате данное уравнение 
запишется в виде (34), и для его решения можно будет 
применить доказанную теорему. Такой прием решения 
уравнений и называется методом замены неизвестного 
(поскольку вначале решается уравнение (35), в котором 
неизвестное X заменено новым, вспомогательным не
известным ty.
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Пример 32. Решить уравнение 
„ 4 2

Л" + -¿2 — Х-- ~ + 4. 1
2Решение. В ведем новое неизвестное t =?= X—— . Тогда 

заданное уравнение примет вид
Z2—/ = 0.

Уравнение Z2—t = Q имеет корни і1 = 0, Z2=l. Следова
тельно,

все корни исходного уравнения:
%1 -- ^2-- /^1 Л-3 --  2, Хд -- 1.

§ 4. Простейшие иррациональные уравнения

Методы решения иррациональных уравнений, как пра
вило, основаны на возможности замены (с помощью не
которых преобразований) иррационального уравнения 
рациональным уравнением, которое либо эквивалентно 
исходному иррациональному уравнению, либо является 
его следствием. Чаще всего обе части уравнения возво
дят в одну и ту же степень. При этом получается урав
нение, являющееся следствием исходного.

При решении иррациональных уравнений необходимо 
учитывать следующее:

1) если показатель радикала—четное число, то под
коренное выражение должно быть неотрицательно; при 
этом значение радикала также является неотрицательным 
(ср. стр. 243);

2) если показатель радикала — нечетное число, то 
подкоренное выражение может быть любым действитель
ным числом; в этом случае знак радикала совпадает со 
знаком подкоренного выражения.

Пример 33. Решить уравнение
/7+5 + /20=Тс = 7.

Решение. Возведем обе части уравнения в квадрат 
(п. 5° § 3) и произведем приведение подобных членов
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(п. 2° § 3), перенос слагаемых из одной части равенства 
в другую (п. 1° § 3) и умножение обеих частей на у 
(п. 3° § 3). В результате мы получим уравнение

/х + 5#20=х = 12, (37)
являющееся следствием исходного. Снова возведем обе 
части уравнения в квадрат. Получим уравнение

(х + 5) (20—х) — 144,
которое (в силу сказанного в пп. 1° и 2° § 3) приводится 
к виду

л2—15%+ 44 = 0.

Это уравнение (также являющееся следствием исходного) 
имеет корни + = 4, х2 = 11. Оба корня, как показывает 
проверка, удовлетворяют исходному уравнению.

Отв. х1 = 4, х2 = 11.
Пример 34. Решить уравнение

j/2x+ 1 + /х=3 = 4.
Решение. Возводим обе части уравнения в квадрат:

2х + 1 + х—3 + 2 J/ 2х + 1 -j/x—3= 16,
откуда переносом слагаемых в другую часть равенства 
и приведением подобных членов получаем уравнение

2|/2х+ 1-/х^3 = 3(6 — X). (38)
Снова возводим обе части получившегося уравнения 
в квадрат:

8х2—20х— 12 = 324— 108х + 9х2,
и после приведения подобных членов приходим к урав
нению

Xa—88х +336 = 0.

Это уравнение является следствием исходного и имеет 
корни хѵ = 4, х2 = 84. Корень хг = 4 удовлетворяет исход
ному уравнению, а корень ха = 84 является для исход
ного уравнения посторонним.

Отв. х = 4. '
Замечание. При возведении уравнений в квадрат

учащиеся нередко в уравнениях типа (37), (38) произво
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дят перемножение подкоренных выражений, т. е. вместо 
этих уравнений пишут уравнения

К(* + 5) (20—х) =12, (37')
2 К(2х+1)(х—3) = 3 (6—х): (38 ')

Это не приводит к ошибкам, поскольку уравнения (37'), 
(38') являются следствиями уравнений (37), (38):

(37)->(37'), (38) —(38').
Следует, однако, иметь в виду, что в общем случае та
кое перемножение подкоренных выражений дает неравно
сильные уравнения. Это можно видеть на примере урав
нений КX—1-/х—4 = 2 и У\х—1)(х—4) = 2: число 
х = 0 является корнем второго уравнения и не является 
корнем первого уравнения. Общий факт можно сформу
лировать следующим образом:

• КІМ = а} — MsM = а}.
Здесь именно односторонняя стрелка (а не равносиль
ность), т. е. обратный переход от уравнения У f (х) g (х) = а 
к уравнению VTUÒ'V S(x) = a недопустим: он может 
привести к потере корней. Правильный переход осуществ
ляется так:
{К/М7(х) = а} ______ _____

{[/TM V"gM = û] V [У —f(x) V—g (x) = a]}.

В рассмотренных выше примерах можно было сначала 
перенести один из радикалов в правую часть уравнения. 
Тогда в левой части уравнения останется один радикал 
и после возведения обеих частей уравнения в квадрат 
в левой части уравнения получится рациональная функ
ция.

Такой прием (уединение радикала) довольно часто 
применяется при решении иррациональных уравнений.

Пример 35. Решить уравнение
|/ха + 5х + 2—/ха—Зх + З = 3.

Решение. Уединив первый радикал, получаем урав
нение

j/xa + 5x + 2 = У Xa—Зх + З + 3, 
равносильное исходному (п. 1° § 3).
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Возводя обе части этого уравнения в квадрат, полу
чаем уравнение

х2 + 5х + 2 = 9 + х2—Зл'+ 3 -{- 6 j/%2— Зх + З, 
равносильное уравнению

4х— 5 = 3 J/л-2—Зх + З. (39)
Уравнение (39) является следствием исходного уравне
ния. Возводя обе части уравнения (39) в квадрат, прихо
дим к уравнению

или
16л-2—40% + 25 = 9 (х2—Зх + 3 ), 

7х2— 13х—2 = 0.
Это уравнение является следствием уравнения (39) 
(а значит, и исходного уравнения) и имеет корни

Первый корень удовлетворяет исходному уравнению, 
а второй—не удовлетворяет.

Отв. х = 2.
Заметим, что еслц бы мы сразу, не уединив один из 

радикалов, возводили обе части исходного уравнения 
в квадрат, то нам пришлось бы выполнять громоздкие 
преобразования.

При решении иррациональных уравнений, кроме ме
тода уединения радикала, применяются, с учетом вида 
уравнения, и другие методы. Рассмотрим пример исполь
зования метода замены неизвестного при решении ирра
ционального уравнения.

Пример 36. Решить уравнение
12—2х 5

У ж— 1 ' У 12- 

Решение. Положим

Тогда уравнение примет вид

откуда получаем следствие:
2м2 —5« + 2 = 0.
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Решая это квадратное уравнение, находим два корня;

«і = 2, ■

Задача сводится теперь к решению следующих двух урав
нений: _____

У 'Уг=2' <4°)

Fsir=4- <4і>

Возводя обе части уравнения 740) в куб, получаем
12 — 2*_g
X— 1 ’

откуда х< — 2.
97Аналогично, решив (41), находим х2 = уу.

Оба найденных корня удовлетворяют исходному урав
нению, так как в процессе решения мы использовали 
(кроме замены неизвестного) только преобразование вида

[Z М = £(%)]-*•{[/ (X)]3 = [g (х) ]3},

а при таком преобразовании, как было отмечено выше 
(стр. 284), получается равносильное уравнение.

Отв. хг = 2, х2 = ^.

§ 5. Логарифмические и показательные уравнения

Рассмотрим преобразования, которые чаще всего при
меняются при решении логарифмических и показательных 
уравнений.

Г. Потенцирование. Так называется преобразование, 
заключающееся в переходе от уравнения

logçWZ(x) = log„(X)g(x) (42)
к уравнению

/(x) = g(x). (43)

Как видно, здесь рассматривается общий случай, когда 
неизвестное X входит и в основание логарифмов, и в вы
ражения, стоящие под знаком логарифма. Потенцирова
ние является допустимой операцией, т. е. при этом пре
образовании потери корней не происходит. Однако
іо* 291



могут появиться посторонние корни. В самом, деле, если 
некоторое число х0 является корнем уравнения (42), то 
(на основании свойств логарифмов) это означает, что вы
полняются следующие условия:

1) fW — положительное число, отличное от 1;
2) оба числа f(x0) и g(x0) положительны;
3)
Но последнее как раз означает, что х0 есть коренъ 

уравнения (43). Итак, каждый корень уравнения (42) 
является и корнем уравнения (43), т. е. уравнение (43) 
является следствием уравнения (42), и потери кор
ней не происходит. В то же время уравнение (43) может 
иметь такие корни, для которых первое или второе усло
вие не имеет места, т. е. может иметь корни, не удов
летворяющие уравнению (42).

Пример 37. Решить уравнение 
log2x = log2(6 —X2).

Решение. Потенцируя, получаем уравнение 
х = 6—X2,

имеющее корни ïj = 2 и х2 =—3.
Проверка показывает, что корень xt = 2 удовлетворяет 

исходному уравнению (при подстановке получаем loga2= 
= log22, т. e. 1 = 1). Второй же корень является посто
ронним: при подстановке его в исходное уравнение под 
знаком логарифма получается отрицательное число. Итак, 
исходное уравнение имеет только один корень х = 2; 
число же х = —3 корнем исходного уравнения не является. 
Как видим, в результате потенцирования появился по
сторонний корень, так что проверка была необходима.

2°. Логарифмирование. Логарифмирование и потенци
рование— взаимно обратные преобразования, т. е. если 
потенцирование заключалось в переходе от уравнения (42) 
к уравнению (43), то, напротив, логарифмирование озна
чает переход от уравнения (43) к уравнению (42). Иными 
словами, мы берем от обеих частей уравнения (43) лога
рифмы при основании <р (х). Сразу же ясно, что лога
рифмирование является, вообще говоря, недопустимой 
операцией. Ведь если при переходе от уравнения (42) 
к уравнению (43) могут появиться посторонние корни, 
то это означает, что при переходе от уравнения (43) 
к уравнению (42) часть корней уравнения (43) может 
быть утеряна.

292



Пример 38. Решить уравнение

(1+х2)і+^=(1-і-ха)2+/Г.
Если взять от обеих частей логарифм при основании 
1+х2, то мы получим уравнение

1 + И X = 2 + К X,
не имеющее корней. Между тем исходное уравнение, как 
легко проверить, имело корень % = 0.

Таким образом, в результате логарифмирования про
изошла потеря корней. Значит, логарифмирование было 
в данном случае недопустимым преобразованием.

- В каких же случаях все же можно применять лога
рифмирование? На этот вопрос легко ответить, вспомнив 
сказанное ранее.

Если х0 является корнем уравнения (43), т. е. для 
него имеет место -третье из упоминавшихся выше усло
вий, то число х0 будет корнем уравнения (42) лишь 
тогда, когда выполнены и первые два условия. Иными 
словами, переход от уравнения (43) к уравнению (42) 
допустим лишь в том случае, если мы уверены, что для 
каждого из корней уравнения (43) выполнены первые 
два условия. Например, если хотя бы одна из функций 
f (%), g(x) принимает лишь положительные значения, 
а функция ф (%)—лишь положительные и отличные от 1 
значения, то логарифмирование (т. е. переход от уравне
ния (43) к уравнению (42)) допустимо, причем при этих 
условиях (43) <->(42).

В частности, если а—положительное число, отличное 
от 1, и хотя бы одна из функций f(x), g(x) принимает 
лишь положительные значения, то от уравнения (43) 
можно перейти к уравнению

loga/(x) = logag(x), (44)

причем в данном случае не происходит ни потери кор
ней, ни появления новых корней, т. е. уравнение (44) 
равносильно уравнению (43). Например, уравнение

fl/u)=ûiwi (45)

где а — положительное число, отличное от 1, равносильно 
уравнению

/(%)=£(%).
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Пример 39. Решить уравнение

Решение. Обе части этого уравнения положительны 
при всех X.

Беря от обеих частей логарифм при основании 2, по
лучаем

Xa—Зх =—2,

откуда находим корни х\ = 1, х2 = 2. Проверку можно не 
производить. Исходное уравнение имеет два корня: Xj = 1, 
х2 = 2.

3°. Применение основного логарифмического тождества.
Это преобразование заключается в переходе от урав

нения
Ф (х) '°е<р (*)f W = h (х)

к уравнению
/(х) = Л(х).

Такое преобразование всегда допустимо, т. е. потери кор
ней при этом преобразовании не происходит. Но могут 
появиться посторонние корни (по тем же причинам, что 
и при потенцировании).

Пример 40. Решить уравнение 
xiogxu«+3) _ 4

Применяя основное логарифмическое тождество, получаем 
уравнение ха + 3 = 4, откуда легко находим хх = 1, 
х2 =—1. Но ни одно из чисел 1 и —1 не является кор
нем исходного уравнения, так как ни 1, ни —1 не может 
служить основанием логарифма.

Таким образом, применение основного логарифмиче
ского тождества привело к появлению посторонних кор
ней. Значит, при применении этого преобразования про
верка необходима.

4°. Переход к новому основанию логарифмов. Рассмотрим 
уравнение

log<pw/(x) = logpWg(x). (46)

Если в уравнении (46) перейти к логарифмам по осно
ванию /і(х), то получится уравнение

logft <*>/(*) = log/i(x)g(x) ,4?.
l°gAu,q>(*) iogA(x)PW’ ' ’
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Пусть х0— корень уравнения (46). Это означает, что вы
полняются следующие условия:

1) функции ф(х), /(х), р(х), g(x) определены при 
X == ^0 »

2) ф(*о)> Ж). Р(хо)< SM— положительные числа,
причем ф (х0) #= 1, р (х0) 1 ;

3) lOg«p М f (%„) = logp (х0) g (*„)•
Если функция /і(х) определена при х = х0 и удовлет

воряет условиям h (х0) > 0 и h (х0) #= 1, то выражения 
logftU„)/(X0), logft (х0) ф (х0), logA(x0)g(x0) и logft (Хо)р(хо) 
имеют смысл, причем

logft (Л-О) Ф (Х„) =# О, logft (х0) р (х0) 0.
В этом случае имеет место равенство (см. стр. 259)

logft (Хо)/fa) _Jogft(*0)gfa) ч 

logft (Хо)ф fa) logft (хо) Р fa)’

т. e. число x„ является корнем уравнения (47).
Таким образом, если функция /і(х) определена и при

нимает положительные значения, отличные от 1, в точках, 
где определены левая и правая части уравнения (46), то 
при переходе к логарифмам по основанию /г(х) потери 
корней не происходит. Ясно, что в этом случае переход 
от уравнения (47) к уравнению (46) также не приведет 
к потере корней, т. е. уравнения (46) и (47) равносильны.

Однако, если переход к новому основйнию /г(х) со
вершается формально, без учета требования о том, чтобы 
/г(х) была положительной функцией и не принимала зна
чение 1, можно потерять корни.

Пример 41. Если в уравнении log2xx = logx_x пе-

рейти к логарифмам по основанию х, то получится урав
нение

logxX  logxX

левая и правая части которого прих=1 не определены. 
Но число х=1 — корень исходного уравнения. Таким 
образом, формальный переход к новому основанию при
вел к потере корня. Чтобы избежать потери корня х— 1, 
надо указать, что новое основание должно быть положи
тельным числом, отличным от единицы, и рассмотреть 
отдельно случай х= 1.
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. 5°. Применение свойств логарифмов. Остановимся лишь 
на применении формулы логарифма произведения. Это 
преобразование заключается в переходе от уравнения 

logq. (*) f (х) + logq, (ж) g (х) = h (х) (48)
к уравнению

logq» (X) [/ (X) g (х)] = h (х). (49)

Это преобразование допустимо, т. е. не приводит к по
тере корней. Однако оно может привести к появлению 
посторонних корней. В самом деле, если некоторое число х0 
является корнем уравнения (48), то это означает, что 
выполняются следующие условия:

1) ф (х0)—положительное число, отличное от 1;
2) оба числа /(х0), g(x0) положительны;
3) число х0 удовлетворяет уравнению (48).
Отсюда на основании свойств логарифмов вытекает, 

что
log<F (х0) f (Х„) + log,. (хо) g (Хо) = logq, (х0) [f (Хо) g (Хо)],

так что А', удовлетворяет и уравнению (49). Итак, каж
дый корень уравнения (48) является и корнем уравне
ния (49), т. е. уравнение (49) является следствием урав
нения (48), и потери корней не происходит. В то же 
время уравнение (49) может иметь такие корни, для 
которых условие 2) не выполняется (хотя по-прежнему 
f (х0) g (х0) > 0),т. е. корни, для которых выполнено условие:

2') оба числа f(x0), g(x0) отрицательны.
Этим и объясняется возможность появления посто

ронних корней при переходе от уравнения (48) к урав
нению (49).

Пример 42. Решить уравнение
logo (х — 1) + log, (5х + 3) = 2.

Решение. Применяя указанное преобразование, мы 
приходим к уравнению

loge(x—1)(5х + 3) = 2,
а от него (потенцированием)—к уравнению 

(X—1)(5х + 3) = 36,
13имеющему два корня: хх = 3, х2 = '—у. Проверка пока

зывает, что х,— корень исходного уравнения, а х2 яв- 
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ляется посторонним корнем. Заметим, что появление посто
роннего корня произошло именно в результате применения 
формулы логарифма произведения, а не в результате 
потенцирования (так как х2 является корнем промежу
точного уравнения).

Следует заметить, что обратное преобразование (т. е. 
переход от уравнения (49) к уравнению (48)) является, 
вообще говоря, недопустимой операцией, т. е. при пере
ходе от уравнения (49) к уравнению (48) может произойти 
потеря корней. Чтобы этого не произошло, нужно в слу
чае необходимости переходить от уравнения (49) не к 
одному уравнению (48), а к дизъюнкции двух уравнений:

logq, (X) / (х) + log«,, w g (х) = h (x), (50)
logçu)[—/(*)]+ log«pW [—£(%)] = ft(x). (51)

Такое преобразование не приведет ни к потере корней, 
ни к появлению посторонних корней, т. е. (49)<-> {(50) V 
V (51)}. Иначе говоря, объединяя вместе все корни урав
нений (50), (51), мы получим все корни уравнения (49).

В заключение параграфа рассмотрим некоторые типы 
простейших показательных и логарифмических уравнений.

А. Показательные уравнения. 1. Пусть дано 
уравнение вида

арм = Ь, . (52)

где а>0, а#=1» Ь>0,Р(х)— заданный многочлен (с дей
ствительными коэффициентами).

Так как левая и правая части уравнения (52) поло
жительны, то, логарифмируя обе части уравнения (52) 
по основанию а (а> 0, а =£ 1), получим уравнение

Р (х) = logaí>,
равносильное (см. 2°) уравнению (52).

Заметим, что при b < 0 при (а > 0, а^= 1) уравнение (52) 
решений не имеет.

Пример 43. Решить уравнение 4*, + 0’6*= 8.
Решение. Имеем {4-«‘ + °.5х= 8} {x2 + 0,5x= log4 8},

откуда находим: хх = 1, х2 = —1,5.
2. Аналогично решаются уравнения более общего вида:

aflWaf*w...anpn(x,==&, (53)
гдеа1, а2, .. .,а,„ b — заданные положительные числа,/\(х), 
Р2 (х), .... Рп (х)—заданные многочлены. Логарифмируя
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обе части уравнения (53) по некоторому основанию а 
(а > О, а=£1), получим уравнение

Рі (х) logttíz1 + Р2 (х) logaöa + . .. + Рп (х) logafl„ = log0ô,
равносильное уравнению (53).

Пример 44. Решить уравнение
2’с3*"15*+а = 4.

Решение. Логарифмируя данное уравнение по осно
ванию 2, получаем равносильное уравнение

X + (х — 1) log23 + (х + 2) loga5 = 2,
откуда

v_2 + log23 —2 log25 
1 + log23+log25 •

3. Рассмотрим показательное уравнение вида
Р(О = 0, (54)

где а—заданное положительное число, а =0=1, Р (/)—за
данный многочлен.

Заменив неизвестное по формуле 
t = ах,

получим уравнение
Р(/) = 0. (55)

Пусть /lt /2, ..., —все положительные корни уравне
ния (55). Так как уравнение

ах = Ь (а > 0, а=0= 1)
имеет решение в том и только в том случае, когда b > О, 
то корнями исходного уравнения будут есє корни урав
нений вида ах = (т, т. е. числа x=logo/m (zn=l, ., ., /г).

Пример 45. Решить уравнение 
81*—2-9*—3 = 0.

Решение. Полагая і — 9*, получаем уравнение 
P—2t —3 = 0,

имеющее единственный положительный корень tr — 3. 
Решив уравнение 9* = 3, находим х = -^-. Следова

тельно, данное уравнение имеет единственный корень 
х=у . Проверка не нужна.
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Б. Логарифмические уравнения. 1. Пусть 
дано уравнение вида

log0P (х) = 6, (56)
где а, b—заданные числа, а>0, û=/= 1, Р(х)—заданный 
многочлен.

‘ Уравнение (56), как было отмечено выше (стр. 297), 
равносильно уравнению

Р (х) = аь. (57)
Все корни уравнения (57) и только они являются кор
нями уравнения (56).

Пример 46. Решить уравнение
log_i_ (2х2—2х—1) = —у .

Решение. Уравнение 2х2—2х—1 = 4 . рав
носильное заданному уравнению, имеет два корня:

= 1, х2 — 2.
Отв. хх =—1, х2 = 2.
2. Рассмотрим уравнение более общего вида:

' «i logflPi W + па loga (%)+...+ loga Рк (х) - b, (58)
где а и b — заданные числа, а > 0, а^= 1; nlt п2, ..., пк— 
заданные целые числа; Pt(x), Р2(х), .Рк(х)—заданные 
многочлены.

Потенцированием перейдем от уравнения (58) к урав
нению

[Pl (X)]«. [Р2 (X)]«.... [P, (X)]"* (59)
Уравнение (59), как было отмечено на стр. 291—292 и 
296, является следствием уравнения (58).

Решениями уравнения (58) будут те и только те корни 
уравнения (59), для которых каждый из многочленов 
Pj (х), Р2 (х), ..., Рк (X) принимает положительное значение.

Пример 47. Решить уравнение
2log3(x—2) —log3(xa —4х + у)=2. (60)

Решение. Потенцированием уравнения (60) получаем 
уравнение

(*-2)2 = 9,
-4x4-

(61)

имеющее корни Хх=1, ха = 3.

28
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Корнями уравнения (60) будут те из найденных кор
ней, для которых одновременно выполняются неравенства

' х—2> 0, 

ха-4х + ^>0.
(62)

Из чисел а', = 1, х2 = 3 неравенствам (62) удовлетворяет 
только число х2=3.

Отв. х = 3.
3. Рассмотрим уравнение

logP(x)jV = n., (63)
где N—заданное положительное число, п—заданное 
целое число, Р (х)— заданный многочлен.

Следует отметить, что левая часть уравнения (63) 
имеет смысл только для таких значений х, при которых 
Р(х)>0 и Р(х)#=1. Потенцированием переходим от 
уравнения (63) к уравнению

[Р(х)]" = М, (64)
которое является следствием уравнения (63).

Корнями уравнения (63) будут те и только те корни
уравнения (64), которые удовлетворяют условиям Р (х) > 0, 
Р (х) =0= 1 .

Пример 48. Решить уравнение logx_19 = 2. 
Решение. Решая уравнение (х—1)2 = 9, находим

х1 — 4, х2 = —2. Условиям х—1 > 0, х—1 =# 1 удовлет
воряет ТОЛЬКО корень X! = 4.

Отв. х = 4.
Задачи к главе IX

9.1. Можно ли утверждать, что верное числовое ра
венство переходит в верное равенство, если применяются 
следующие преобразования:

а) прибавление одного и того же числа к обеим час
тям равенства;

б) умножение обеих частей равенства на одно и то 
же число;

в) возведение обеих частей равенства в одну и ту. 
же степень п (я—натуральное число)?

9.2. Можно ли утверждать, что при применении пре
образований, указанных в предыдущей задаче, неверные 
числовые равенства переходят в неверные?
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9.3. Можно ли утверждать, что если а2==Ь2— невер
ное равенство, .то а —b также является неверным равен
ством?

9.4. Покажите, что понятие равносильности уравне
ний обладает свойством транзитивности: если.,уравнение А 
равносильно уравнению В, a уравнение В равносильно 
уравнению С, то А и С — равносильные уравнения, т. е. 
если А<->В, В<-^С, то у4<->С.

9.5. Покажите, что введенное для уравнений понятие 
следствия обладает свойством транзитивности: если для 
уравнений А, В и С имеют место соотношения А -*■ В, 
В -+С, то А -► С.

9.6. Покажите, что если для уравнений А, В a С
имеют место соотношения В->-С, то Л-*-С.

9.7. Покажите, что на множестве всех действительных 
чисел уравнения х2 = 2х—1 и х2 (х4 + 1 ) — (2х—1) (х4 + 1) 
равносильны.

9.8. Пусть функции /(x), g(x), (x), g± (х) и <р(х) опре
делены на множестве М действительных чисел. Проверь
те, равносильны ли на этом множестве указанные ниже 
пары уравнений. Какое из двух уравнений каждой пары 
является следствием другого?

а) f(x) = g(x) « ___

б) /(*) = £(*) и K/(x) = Kg(x);
в) f(x) = g(x) и sin/(x) = sing(x);
г) /(x) = g(x) и arcsin /(x) = arcsin g (x);

д> г> « = />«««-•
e) Ґ5(х) = ф(х) и v7(x)g-(x) = (p(x).
9.9. Пусть функции f(x) и g(x) определены на множе

стве М. действительных чисел и принимают на этом мно
жестве действительные значения одного знака. Докажи
те, что на множестве М. {/(x') = g(x)}^{[/(x)]2 = [g(x)]2}.

9.10. Покажите, что уравнение [/(х)]а = [g(x)]2 может 
иметь корни, отличные от корней уравнения/(х) = g (х), 
и что эти корни, если они есть, удовлетворяют уравне
нию f (x) + g(x)=0.

9.11. Пусть функции /(х) и g(x) определены на мно
жестве М, и пусть Et и Е2—множества значений соот
ветственно функций /(х) и g(x). Докажите, что если 
функция ф (0 определена на множестве £ = П то
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на множестве М уравнение ф [/(%)]= ф [g (%)] является 
следствием уравнения f(x) = g(x).

9.12. Используя метод замены неизвестного, решите 
уравнения:

а) (х2—2х)2 —2ха + 4х —3 = 0;
б) (х + 1) (х + 2) (х + 3) (х + 4) = 3.
Решите иррациональные уравнения (9.13—9.22):

9.13. /7+7 + /х^2 = 9. 9.14. /х+І7 — /х'^7 = 4.
9.15. /2х—15—/х+16 = —1.
9.16. /2х2 + Зх + 2—/2х2+3х—5 = 1.
9.17. 2/х2—2х + 4—/х2 —2х+9= 1.

9.18. /з+х— узтзі-
9.19. /7+7—2/5^х = /25—х2.
9.20. /х + /х+ 1 + /х+2 = 0.___________
9.21. х+6—4J/T+2 + j/ 11+х—6/7+2= 1.

9.22. /78+^+/259 —х = 7.

Решите показательные уравнения (9.23—9.41):

9.23. 30А+1 = 9ЗА_1. 9.24. 4А’-А+1 = 8А.
_i_  і

9.25. 2(23+Га)2/*= Іб1'*"1 .
9.26. 2-3А+3 + 7-3А-2 = 493.
9.27. 52Л_1 —5А= 100. 9.28. 33.2a-1—4А+1 = 2.
9.29. 3.4a-1+ у-9А+1= 6-22А—7.32a.
9.30. 22А-9А—2.6за-1 + 42а-1-34а-2 = 0.
9.31. 2ЗА-3А—2ЗА-1-3А+1 +288 = 0.
9.32. 3-4А + 2.9А = 5-6А.

і+А _L ±
9.33. 5 /-7.10 х +2.4 х =0.
9.34. 4- /81 — 12/36 + 9/16 = 0.
9.35. ()/з—/8 У+(К3+ /§)*= 6.
9.36. 52А—3А—15-25А + 15-3А = 0.
9.37. 5ЗА + 53-11“А) + 15 (5А + 51-А) = 216.
9.38. 8А+1 + 8-(0,5)ЗА + 3.2А+3= 125 — 24-(0,5)+

л / X
9.39. /хх = хѵ (п — натуральное число).
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9.40. хх'!=(/хх (и— натуральное число).
9.41. (Xх)" —хі/ х (п — натуральное число).

Решите логарифмические уравнения (9.42—9.47),

9.42. log4 [log3 (log, х)] =у.
9.43. lg(x2 + 19) —lg (х—8) = 2.
9.44. К5 log2 (— х) = logj/x2.
9.45. logv 3 • logA 3 + logA 3 = 0.

3 _81

9.46. loglwx3 + log j/^2.
2

9.47. loge (ax) • logx (ax) = logo« , a>0, a#=l.
Jrt f

9.48. При каких значениях k уравнение 
имеет ровно один корень?

9.49. При каких Значениях а уравнение д_д.^=2 
имеет хотя бы одно решение? Найдите все решения.

Решите уравнения (9.50—9.55):
9.50. lg(x2—X—6) + х= lg(x + 2)+ 4.
9.51. 2х—lg(52x + x—2)= lg4*.
9.52. log8(4-3х—1)=2х+1.
9.53. log2 (2х-)-1)'log2 (2ж+1 + 2) = 2.
9.54. 90 • З'°е*4 — (у) І0Є*Т = 81 ‘°Sx 2 •

9.55. О.І-х'є*"1 = 10.



ГЛАВАХ
СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

§ 1. Равносильные системы уравнений.
Система, являющаяся следствием данной

В этой главе мы для простоты изложения будем рас
сматривать системы уравнений с двумя неизвестными. 
Однако все основные результаты остаются в силе и для 
систем с большим числом неизвестных.

Систему двух уравнений с двумя неизвестными будем 
записывать в следующем виде:

fi(x, y) = gAx, У), 
fAx, у)=ёАх, у)-

Решением системы (1) называется пара чисел (%0; уа), 
при подстановке которых соответственно вместо х и у 
каждое уравнение системы (1) становится верным чис
ловым равенством, т. е.

y0) = g1(xt, у0), f2(Xò, У„)=ёАх0, у0).

Решить систему—значит найти все ее решения.
Заметим, что фигурная скобка в записи системы урав

нений (см. (1)) заменяет собой знак конъюнкции. В самом 
деле, при решении системы мы ищем такие пары чисел 
(%„; Уо)’ ПРИ подстановке которых в систему и первое и 
второе уравнения превращаются в верные числовые 
равенства.

Две системы уравнений

fi(x, у)=ёАх, у),
І2І.Х, у) = ёЛх, У) 

и
fAx, у)—ёАх, у), 
fAx, у}=ёАх, у)

называются равносильными (эквивалентными),

304



если они имеют одни и те же решения, т. е. всякое ре
шение системы (2) является решением системы (3) и, 
наоборот, всякое решение системы (3) является решением 
системы (2).

Понятие равносильности систем зависит от того, на 
каком множестве мы ищем решения. Так, система

(Xі + Z/2 + 1) (х + у) = О, 
х—у = 0

равносильна системе
х + у = 0, 
х—у — 0,

если мы ищем только действительные решения, и не рав
носильна, если допускаются комплексные решения.

Из определения равносильности систем вытекает, что 
любые две системы, не имеющие решений (несовместные 
системы), равносильны.

Из определения равносильности систем следует также, 
что если в системе уравнений заменить любое из урав
нений равносильным ему уравнением, то получим систему, 
равносильную исходной. В частности, система (1) равно
сильна следующей системе:

fi(x, У)—ёі(х, у) = о,
у)—ёАх> y) = Q-

Таким образом, любая система двух уравнений с двумя 
неизвестными может быть записана в виде

Рі(х, у) = 0,
FAX, y) = Q-

Систему уравнений
fAx, У} = ёАх> У)> 
fAx, У) = ёАх> У)

назовем следствием системы (1), если каждое решение 
системы (1) является решением системы (4). Аналогично, 
уравнение

F(x, y) = G(x, у) (5)

есть следствие системы (1), если каждое решение системы 
(1) удовлетворяет уравнению (5).
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Из определения равносильности и следствия непосред
ственно вытекает, что к системе можно присоединить любое 
уравнение, являющееся ее следствием, и при этом множество 
решений системы не изменится. Иными словами, если 
уравнение (5) есть следствие системы (1), то система (1) 
равносильна системе трех уравнений (1), (5).

Пример 1. Найти действительные решения системы 
уравнений

a-z/ + 24 = ^,

« í/3=-.
*

Решение. Перемножая уравнения, получаем * 
(ху + 24) (ху—6) = х2у2,

откуда находим
ху = 8. (6)

Уравнение (6) является следствием исходной системы. 
Поэтому, присоединив к исходной системе уравнение (6), 
получим систему

8,ху-
ЛТ/ + 24 

ху— 6
У ’

X ’
которая равносильна исходной системе. Используя первое 
уравнение этой системы, мы легко- упростим второе и 
третье уравнения и придем к системе

ху = 8,

X
Если теперь почленно перемножить первое и второе 
уравнения этой системы, то мы получим уравнение 
Xі = 8 -32 = 28, являющееся следствием этой системы. Точно 
так же, перемножив первое и третье уравнения, мы полу
чим уравнение уі= 16 = 2*. Таким образом, мы приходим 
к системе

( Xі = 2е,
Í </4 = 2‘,

являющейся следствием данной системы.
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Так как мы ищем действительные решения, то из этой 
системы находим

х=±4, z/=±2.
Используя уравнение (6), получаем два действительных 
решения: (—4; —2) и (4; 2). Проверка показывает, что 
оба решения удовлетворяют йсходной системе.

§ 2. Основные приемы и методы решения систем
При решении систем уравнений применяются различные 

приемы и методы: метод линейного преобразования сис
темы, метод приведения системы к дизъюнкции более про
стых систем, метод подстановки, метод исключения неиз
вестных, метод замены неизвестных и т. д.

Применяя эти методы (при определенных условиях), 
мы заменяем исходную систему равносильной ей более 
простой системой, а затем решаем эту более простую 
систему (или совокупность более простых систем).

Перейдем к изложению перечисленных выше методов 
решения систем уравнений.

1°. Метод линейного преобразования системы. Пусть 
дана система уравнений

ІЛх, у) = 0,
У) = О. ( >

Будем говорить, что система уравнений

aJAx, y) + aJAx, У) = 0, 
bJAx, y) + b2f2(x, = 0

получена из системы (7) с помощью линейного преобразо
вания [alt а2, Ьг, Ь2—заданные числа), а число

ßi а2
»i ь2

= a1ö2—яД

будем называть определителем этого линейного преобра
зования.

Такие преобразования применяются довольно часто 
при решении систем. Рассмотрим в качестве примера 
систему уравнений

Í fi(x, y)+f2(x, у) = 0,
\ fi(x, y)—f2(x, y) = Q,
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полученную из системы (7) сложением и вычитанием 
уравнений системы (7). Нетрудно проверить, что эта 
система равносильна системе (7).

Естественно выяснить вопрос: в каком случае систе
ма (8), получающаяся из системы (7) линейным преобра
зованием, равносильна системе (7)? Ответ на этот вопрос 
дает следующая теорема.

Теорема 1. Если

то система (8) равносильно системе (7).
Доказательство. Пусть (х0; у0) — решение системы

(7).' Тогда имеют место числовые равенства 
Л(*о> i/o) = О, Уо) = 0.

Отсюда следует, что при любых alt а„ blt bt справедливы 
числовые равенства

aJl(*0. Уо) + (■'■0» i/o) — 0,
(*о. i/o) 4"^2/2 С^О> i/o) 0,

т. е. (х0*, г/0) — решение системы (8).
Докажем теперь, что если выполнено условие (9), то

всякое решение системы (8) является решением и для 
системы (7). Пусть (х^ гд)—решение системы (8). Тогда 
имеют место числовые равенства

Í aJiUi. i/J + a^Uv У і) 9,
I í/i) H- ^2/2 C^i> Уі)= 0-

Для сокращения записи введем обозначения 
= fi (А’ Уі)< ^а = /а(Л'і' Уі)-

Тогда система равенств (10) примет вид 
í -¡“ а2іг — 0,
1 b1Z14-&2í2 = 0.

Докажем, что если Д=/=0, то из (11) вытекают 
= і/і) = 0, /2 = f2(xv r/x) = 0.

(10)

(П)

равенства
(12)

Рассмотрим систему двух уравнений 
í/a1u + a2v = 0, 
\ +b¿> = 0 (13)
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с двумя неизвестными и и V. Заметим, что, в силу равенств 
(11), пара чисел (//, /2) образует решение системы (13). 
Пара чисел (0; 0) также, очевидно, является решением 
этой системы. Но так как определитель Л = а1&2—Ьгаг 
системы (13) отличен от нуля (условие (9)), то система (13) 
имеет только одно решение. Значит, ^ = 0, /2 = 0.

Итак, мы доказали справедливость равенств (12). 
Следовательно, (xx; z/J — решение системы (7).

Теорема 1 доказана.
2°. Метод приведения системы к дизъюнкции более 

простых систем. Будем говорить, что система уравнений

Í fAx, у) = 0, 
I Л (х, У) = О

равносильна дизъюнкции систем

Í ёЛх, У) = 0,
1 ё2 (х, у) = 0 

и
Í Фі(*, y) = Q> 
1 <pa(jc. y) = Q,

(H)

(15)

(16)

если каждое решение системы (14) является решением 
хотя бы одной из систем (15), (16) и всякое решение 
каждой изсистем(15), (16) является решением системы (14).

Вместо слов «система (14) равносильна дизъюнкции 
систем (15) и (16)» употребляют также слова «система (14) 
распадается на две системы (15) и (16)» или «система (14) 
равносильна совокупности систем (15) и (16)».

Разумеется, можно говорить о равносильности системы 
уравнений (14) дизъюнкции трех и более.систем уравнений.

Пример 2. Система уравнений 
%2—у3 = 0, 
ху— 1 = 0

равносильна дизъюнкции систем
í х—у = 0, 
1 ху— 1 = 0

х + у= 0, 
ху—1 = 0.

Теорема 2. Есліі функции ¡^(х, у), ft(x, у), ... 
•••> fb(x> У), ё(х, у) определены на некотором множест-
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ее М, то на этом множестве система уравнений 

Í УШХ, у) = 0,
1 I g(x, у) = 0

равносильна дизъюнкции систем 

Í /і(*. í/) = 0, Í Д(х, у) = 0, í fk(x, y) = 0,
1 &(*> У) = 0. \ g(x, y) = Q, \ g(x, y) = 0.

Доказательство. Пусть (x0; у0)£М, и пусть
(х0; i/o)—решение системы (17). Тогда все функции, стоя
щие в левых частях системы (17), определены при х = х0, 
у = у0 и справедливы числовые равенства

Í /іС'-’оі і/о)/а(-^о> Уо) • • • f k(xo> Уо) — ^і (19)
I g(*o, í/o) = 0. (20)

Из (19) следует, ЧТО ХОТЯ бы ОДНО ИЗ чисел fp(xQ, у„)
(р=1, 2, ..., k) равно нулю. Пусть, например,

М*о, Уо) = °- (21)
Из (20) и (21) следует, что (х0; у0)—решение одной из 
систем (18), а именно системы

Í ЇЛХ> У) = ®,
I g(x, і/) = 0

(причем (х0; у0)£М). Обратно, пусть (х0; у0) — решение 
системы

í fp (X, У) = 0,
\ g (х, у) = 0

(здесь р—одно из чисел 1,2.........k), причем (х0; у„)£М.
Тогда fp(x0, г/о) = 0, g(x0, y0)^=Q, причем в точке (х0; у0) 
Есе функции Д(х, у), .... fk(x, у) определены, откуда 
следует, что пара чисел (х0; у0) удовлетворяет и систе
ме (17). Теорема доказана.

Замечание. Всякое решение системы (17) есть ре
шение одной из системы (18). Обратное, вообще говоря, 
неверно. Это связано с тем, что одна из систем (18) (на
пример, система (х, у) = 0, g(x, t/) = 0) может иметь 
такое решение (х„; у0), которое не входит в область опре
деления какой-либо из функций /2(х, у), ..., fk(x, у), 
а значит, не является решением системы (17).

310

(17)



Поэтому обычно при решении систем вида (17) посту
пают так. Находят все решения всех систем (18), азатем 
подстановкой в (17) отсеивают те из найденных решений, 
которые ‘не удовлетворяют системе (17) (не входят в об
ласть определения левой части первого уравнения (17)).

Предоставляем читателю доказать, что имеет место 
следующая более общая теорема.

ТеоремаЗ. Если функции fp (%, у) и gm (х, у) (р = 1, ... 
..., k'r т — 3, ..., /г) определены на множестве М, то на 
этом множестве система уравнений

fi(x, y)fa(x, y)...fk(x, у) = 0, 
êi(x, y)gt(x, y)...g„(x, y) = 0

равносильна дизъюнкции kn систем 
fp(x, г/) = 0, 
gm(x, У) = О,

(р= 1, 2, ..., k\ т= 1, 2, ..., п).

3°. Метод подстановки. Этот метод позволяет сводить 
решение системы уравнений с двумя неизвестными к ре
шению одного уравнения с одним неизвестным. Обосно
ванием метода подстановки служит следующая теорема.

Теорема 4. Система уравнений
* = ф(у)> 
F(x, t/) = 0 (22)

равносильна системе уравнений
( х = Ч>(у), 
Ѵ[ф(у), У] = 0. (23)

Доказательство. Пусть (х0; г/0) — решение систе
мы (22). Тогда справедливы числовые равенства

*о = ф(Уо)>
F (х0, í/o) = O.

(24)
(25)

Из (24) и (25) следует, что
Лф(Уо), Уо] = 0. (26)

Равенства (24) и (26) показывают, что (х0; у0)— решение 
системы (23).

Обратно, пусть (%„; у0) — решение системы (23). Тогда 
справедливы числовые равенства (24) и (26), откуда сле
дует равенство (25). Из равенств (24) и (25) заключаем, 
что (х0; у0)—решение системы (22). Теорема доказана.
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Пример 3. Решить систему уравнении 
/ x = í/a + l,
1 ху = у*+у3.

Решение. Исходная система, согласно теореме 4, 
равносильна системе уравнений

Í х = у2 +1, ( х = у2 +1,
1 (í/2 + 1)// = í/2 + £/3, t' e' \у = у2-

Последняя система распадается на две системы:
Í X = у + 1, Í х = у2 1,

Оте. (1; 0), (2; 1).
4°. Метод исключения неизвестного.

ма уравнений
Í Ли. «/) = о.
I Ли, ÿ) = o,

Пусть дана систе-

(27)

и пусть одно из уравнений этой системы, например пер
вое, можно разрешить относительно х (или у). Точнее, 
пусть уравнение Л(х, У) = й равносильно уравнению 
х = <р(у)- Тогда, в силу теоремы 4, система (27) равно
сильна системе

х = Ф(г/), (28)
ЛІФи), Z/] = 0, (29)

т. е. справедлива следующая теорема.
Теорема 5. Если уравнение F 1(х, у) = 0 равносильно 

уравнению х= ф (//), то система уравнений (27) равносильна 
системе (28) — (29).

Заметим, что решение системы (28) — (29) сводится 
к нахождению корней уравнения Л[ф(у), У} — 0- Таким 
образом, мы исключили неизвестное X из системы и вместо 
системы должны решать уравнение с одним неизвестным. 
Поэтому такой прием решения и называется методом 
исключения неизвестного.

Если мы умеем находить все корни уг, у2, ..., ут 
уравнения (29), то можно сразу написать все решения 
системы (27). Эти решения таковы:

(ф(і/і); Уі), (ф^); yt), •••, UUJ; ут)-
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Пример 4. Найти действительные решения системы 
уравнений

Í х + 4 = г/3,
( х2 —г/° = 8.

Из первого уравнения находим х — у3— 4 и, подстав
ляя во второе, получаем у3— 1.

Уравнение у3 — 1 имеет один действительный корень
У= !•

Отв. (—3; 1).
5°. Метод замены неизвестных (введение новых неиз

вестных). Поясним вначале, метод замены неизвестных на 
следующем примере.

Пример 5. Решить систему уравнений
_1_ 2__ _5_
х Н" у ~’ 6 ’

_1____1__ _5_
, х'2 у2 36'

г, г. .11Решение. Введем новые неизвестные и — — , V— — X у
Тогда система примет вид

U + O=-g,

__ла = —М Ѵ 36'

Эта система уравнений равносильна системе
, 5

U + V = -ç ,

и — V 6 ’

имеющей единственное решение U = y, о = Следова
тельно, исходная система имеет одно решение (2; 3).

Отв. (2; 3).
В общем случае метод замены неизвестных (для си

стемы двух уравнений с двумя неизвестными) состоит
. в следующем.

Пусть дана система уравнений

Л(*. г/) = 0, 
Л(*. «/) = 0, (30)
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и пусть функции F1(x, у) и F3(x, у) можно представить 
в виде

FAx, г/) = Л [фі(х, г/), <pa(x, z/)],
F2(x, í/) = Л [Фі (х, у), <ра(х, г/)]. }

Положим
<Рі(%, г/) = ы, <ра(х, у) = ѵ. (32)

Тогда в силу (31) система (30) преобразуется к
Í /і(н, г») = 0,
I Л (и, 0 = 0.

виду

(33)

Предположим, что мы умеем решать систему (33), и 
пусть (цА; ѵк)(k — 1, 2, ..., tí)— все решения системы (33). 
Тогда, решив п систем уравнений

<Рі(х, у) = ик, 
Ч>Ах, У) = ѵк (k= 1, 2......... tí) (34)

и объединив решения систем (34), мы найдем все реше
ния системы (30).

* *

Все рассмотренные методы имеют одну общую особен
ность: они позволяют заменить данную систему другой 
системой (или совокупностью систем), равносильной дан
ной системе.

§ 3. Однородные системы двух уравнений 
второй степени с двумя неизвестными

Однородными системами двух уравнений второй сте
пени с двумя неизвестными будем называть системы вида 

a^ + bpcy + c-M^dv (35)
ß2x2 + b2xz/ + c2z/2 = d2. (36)

Предположим сначала, что ни одно из чисел d2 
не равно нулю. Умножая уравнение (35) на d2, а урав
нение (36) на —d1 и складывая полученные уравнения, 
мы придем к уравнению вида

Ах2 + ßxz/ + Cz/2 = 0, (37)
являющемуся следствием системы (35)—(36). Из теоремы 1
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(стр. 308) следует, что исходная система (35)—(36) равно
сильна системе (35), (37). Таким образом, описанный 
метод «уничтожения» свободньгх членов позволяет свести 
систему (35)—(36) с отличными от нуля правыми частями 
к системе того же вида, у которой, однако, одно из чисел 
dt, d2 равно нулю.

Итак, пусть мы имеем систему (35), (37) (где возможны 
оба случая: ^=#0., d1 = 0). Рассмотрим нахождение тех 
решений этой системы, для которых у =7^0 (отыскание 
решений, для которых г/= 0, если они есть, не представ
ляет труда). При £/#=0 уравнение (37) равносильно 
уравнению

л(|)2+в(|)+с=°. {38)

Для решения системы (35), (38) нужно решить уравне
ние (38) как квадратное относительно —. После этого, 

подставляя найденные значения — в уравнение (35), мы
найдем решения системы (35), (38).

Пр и м е р 6. Решить систему уравнений
x2 + .3x£/ + 2z/2 = 3, (39)
5х2—- 2ху —у2 = 5. (40)

Решение. Умножая первое уравнение на 5, а вто
рое на 3, получаем после вычитания

13у2 + 21ху— 10х2 = 0. (41)

Таким образом, мы должны решить систему (39), (41), 
равносильную исходной. При у = 0 мы из (41) получаем 
X = 0, а пара (0; 0) не удовлетворяет уравнению (39). 
Следовательно, £/#=0, и потому уравнение (41) можно 
заменить уравнением

10(|у_2і(|)-13 = 0, (42)

из которого получаем

Таким образом, система (39), (42), равносильная исход
ной, равносильна в силу (43) дизъюнкции следующих
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двух систем (распадается на две системы):
X2 + Зху + 2у2 = 3,

у = —2х
и

X2 -j- Зху + 2у2 — 3,
5

Решив эти системы, найдем четыре решения исходной 
системы:

Подобный способ применим и для решения систем 
вида

f(x, у) = 0, 
g(x, у) = 0,

(44)
(45)

где хотя бы одна из функций f(x, у) пли g(x, у), на
пример f(x,y), является однородным многочле
ном относительно X и у, т. е.

f(x, у) = айхп + а1хп~1у+...+аІІ_1хуп-1 + а„уп. (46)
Как и для системы (35), (37), при рассмотрении систе
мы (44), (45) (где функция / (%, у) имеет вид (46)) 
отдельно ищутся решения, для которых г/ = 0, и реше
ния, для которых у=#0.

Решения, для которых у = 0 (если они существуют), 
находятся следующим образом. Если ао=£О, то из (44), 
(46) находим при у —О, что аохп — 0, т. е. х = 0, и оста
ется проверить, удовлетворяет ли пара (0; 0) уравне
нию (45). Если о0 == 0, то при г/ = 0 уравнение (44) удов
летворяется (в силу (46)) при любом X, и потому 
остается найти корни уравнения g(x, 0) = 0 (т. е. урав
нения, получающегося из (45) при у = 0).

При нахождении решений, для которых ¿/=0=0, можно 
разделить обе части уравнения (44) на уп. Мы получим 
уравнение

левая часть которого представляет собой многочлен
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многочлена, то задача сводится к дизъюнкции, систем 
f х

. ~ї= (6=1, 2, .... /г),
.g(x,y) = 0

т. e. к рассмотрению п уравнений (с одним неизвестным у) 
вида

ёѴкУ> y)=Q (k== b 2> • • •• «)•

Пример 7. Решить систему уравнений 
х3 + 2х2у—ху2 — 2у3 — 0,

х2-(-/ = 8.

Решение. Из первого уравнения при у —0 полу
чаем х = 0, но пара чисел (0; 0) не удовлетворяет вто
рому уравнению, т. е. не является решением системы. 
Значит, для любого решения мы будем иметь у=/=0. 
Разделим первое уравнение на у3 и положим у = /. По
лучим уравнение /3 + 2/2—t—2 = 0, имеющее корни 
¿!= 1, /г=—Г, t3=—2. Теперь задача сводится к на
хождению решений следующих трех систем:

Í х = у, ( х——у, ( х——2у,
\х2 + у2 = 8, \х2 + у2 = 8, \х2 + {/2 = 8.

Оте. (2; 2), (-2; -2), (-2; 2), (2; -2),
/4/2 2 /2\ / 4/2 2 /Г\
\/5-; /5 J’ \ /5 ; /б/

§ 4. Системы симметрических алгебраических уравнений

1°. Симметрические системы с двумя неизвестными. 
Пусть система

[Л*. У) = 0, 
у) = 0

такова, что /\(х, у) и /а (х, у) являются симметрическими 
многочленами от х и у, т. е. Д(х, у) и /а(х, у) не ме
няются при замене X на у, а у на х,
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Простейшей системой указанного типа является си
стема уравнений

f х + у = а, (47)
1 ху = Ь, (48)

прием решения которой описывается следующей теоремой.
Теорема 6. Система уравнений (47), (48) и квад

ратное уравнение
t2—at + b = Ü (49)

связаны следующим образом: если и t2—корни квад
ратного уравнения (49), то система (47), (48) имеет два 
решения: (/х; t2) и (/¡¡; /х)— и не имеет других решений. 
Обратно, если (%„; у0)—решение системы (47), (48), то 
числа х0 и Уь являются корнями уравнения (49).

Доказательство. Пусть /lt t2—корни уравне
ния (49). По формулам Виета имеем

^ + ía = a, tvt2 = b,
т. е. пары чисел (/x; Z¡¡) и (Z2; Zx) являются решениями 
системы (47), (48).

Покажем, что других решений система (47), (48) не 
имеет. Пусть (х„; г/„)—какое-либо решение системы
(47), (48). Тогда х0 + у0 = а, хоуо = Ь, и потому многочлен 
t2—at+b можно записать следующим образом:

t2—at + b = t2—(x0 + y0)t + xByQ = {t—x0)(t—ye).

Отсюда мы заключаем, что числа х0 и уа являются кор
нями квадратного уравнения (49). Теорема 6 доказана.

Пример 8. Решить систему уравнений 
Í х + у= 1,
1 ху = — 2.

Решение. Уравнение (49) для данной системы имеет 
вид t2—t—2 = 0. Его корни /х = 2, t2 = —1. Следова
тельно, данная система имеет решения (2; ‘—1) и (—1; 2).

В теореме 6 были использованы простейшие симмет
рические многочлены от двух переменных:

X + у и ху.
Введем для этих многочленов следующие обозначения:

х + у = Оі, ху — о2. (50)
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Можно показать, что любой симметрический много
член f(x, у) может быть выражен через симметрические 
многочлены о1=х + г/ и и2 = ху.

Поэтому при решении симметрических систем алгеб
раических уравнений рекомендуется вводить' новые не
известные ох, о2 по формулам (50). Выгода такой замены 
неизвестных заключается в том, что степени многочле
нов в результате замены, как правило, уменьшаются и 
система сводится к более простой.

Пример 9. Найти действительные решения системы 
уравнений

í xí/(x+í/) = 6,
1 %3 + г/3 = 9.

Решение. Мы имеем
XIJ (х +У) =

X3 + у3 = (х + у) (х3—ху + у3) =
= (х+у) [(x+y)3—3xy]=aí(o3i—3at),

и потому в результате замены (50) система примет вид
GjCT2 = 6,
а?—3g1g2 = 9.

Отсюда находим ох — Зоха2-)-9 = 27. Так как мы ищем 
только действительные решения, то пх = 3, и тогда иг = 2. 
Решив систему

Í х + у = 3,
1 ху = 2,

найдем два решения: (1; 2) и (2; 1).
Отз. (1; 2), (2; 1).
В общем случае решение симметрической системы 

fi(x, г/) = 0. 
fz(x, z/) = 0

можно проводить по следующей схеме. Нужно ввести 
новые неизвестные Gt, ст2 (можно их обозначать через 
и, V или как-либо иначе) по формулам (50). Мы получим 
новую систему относительно неизвестных ах, о2. Предпо
ложим, что эту новую систему мы сумели решить, и пусть 

(йх, 02), (^1> ^г)> • • ■» (^1» ^г)
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— все ее решения. Тогда исходная симметрическая си
стема равносильна дизъюнкции систем

Í x + y = alt Í x + y = blt Í x^-y = li,
1 xy = a2, ( xy = bit 1 xy = l2.

При использовании этого приема приходится выражать 
симметрические многочлены от X, у через Оу и о2. На 
практике достаточно уметь выражать через оу сим
метрические многочлены вида

•5„ = xn + í/n,
называемые степенными суммами.

Степенные суммы Si, S2, S3, S4, S6 выражаются 
через о, = х + у и о2 = ху следующим образом:
51 = x + y = o1, (51)
52 = x2 + y2 = (x + y}2 —2xy — ol—2o2, (52)
53 = x3 + ys = (x + y) [(x+y)i—3xy]=ai—3a1at, (53)
54 = x4 4- у4 = (x2 + y2)2 —2x2£/2 = (al—2o2)a—2o| —

— o}—4ojo2 4* 2o|, (54)
55 = x6 + yb = (x2 + z/2) (x3 + y3) —x2y2 (x 4- y) =

= S2S3—0^1 = (o2—2o2) (о3 —Зоуо,,) —OjO2 =
= oj— 5a3o24-ôOjOl. (55)

2°. Решение некоторых иррациональных уравнений 
путем сведения к решению систем симметрических урав
нений. Рассмотрим уравнение вида

/а—/(х) 4- Vb + f(x) = с. (56)
Для его решения введем вспомогательные неизвестные 
и и V, полагая

/a—/(x) = u, l^b + f (х) = п. (57)
Из (56) и (57) для определения и и ѵ получаем симмет
рическую систему алгебраических уравнений

І и 4- V = с,{ U-+„--a+b, <58>

Пусть х = х0—решение уравнения (56). Тогда пара 
чисел (и„; ѵ0), где

«о = /а—/(%<,)> ѵ0 = Vb + f(x0),
является решением системы (58), причем оба числа иа, 
ѵ0 неотрицательны. Обратно, пусть («0; о„) — произволь
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ное неотрицательное решение системы (58) (т. е. z<0^0, 
ѵо^0). Докажем, что всякое решение уравнения

u0 = j/a—/(х) (59)

(или уравнения о0 = j/ò + f (х)) удовлетворяет уравне
нию (56).

В самом деле, если x = xt— корень уравнения (59), то 

«о = /а—/(xj.
Тогда из системы (58) находим

vl = (a + b)—ug = & + /(*]),

и так как wo^O, то и0 = ]/rb + f (xj. Первое уравнение 
системы (58) дает теперь

У a—fíxj + /& + /(х,) = с,
т. е. x = Xj — корень уравнения (56).

Таким образом, для решения уравнения (56) нужно
прежде всего решить систему (58). Если (ип vj, (иг, ѵ2) — 
решения системы (58), то уравнение (56) равносильно 
дизъюнкции уравнений (см. (59)):

[Ка—/(x) = hJ V [Va—/(x) = «J.

Пример 10. Решить уравнение

Ѵѵ4-5 +V2Ö—х==7.
Решение. Система (58) для данного уравнения 

имеет вид
Í и + ѵ=7, 
t u2 + u2 = 25.

Эта система имеет два решения: (3; 4) и (4; 3). Если 
ы = 3, то из уравнения Ѵ*+5=3 (или из уравнения 
V20—х = 4) находим х = 4. Аналогично, при п = 4 полу
чаем X = 11.

Ото. хг = 4, х.2=11.
Замечание. При решении уравнений вида 

V а + f (X) + Vb + f (х) = с (с =/= 0)

удобно, положив u = y^a + f (х), v = ]/rb-}-f (х), перейти
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к системе
I и + V = с,
\ и2—Vі = а—Ь,

которая, как легко видеть, при с#=0 эквивалентна сис
теме

( и + ѵ = с, 
i а — bI “~Ѵ = — •

3°. Симметрические системы с тремя неизвестными. 
Обратимся теперь к системам уравнений (с тремя неиз
вестными), левые части которых симметрично зависят от 
неизвестных X, у, Z.

Пусть система
fi (*, У, z) = О,

■ /а(*. У. 2) = 0,
. f3 (х, у, z) = О

такова, что f2, f3 являются многочленами, симметрич
ными относительно X, у, z, т. е. каждый из этих мно
гочленов не меняется, если поменять местами любую 
пару из трех чисел х, у, z.

В этом случае удобно ввести новые неизвестные
x + y + z — u, xy + xz + yz — v, xyz = w.

Такая замена, как правило, ведет к упрощению исход
ной системы.

Простейшей системой рассматриваемого типа является 
следующая система:

x + y + z = a, (60)
’ xy + yz + zx = b, (61)

xt/z = c, (62)
прием решения которой описывается следующей теоремой. 

Теорема 7. Система уравнений (60)—(62) и куби
ческое уравнение

t^—at2-\-bt—c = Q (63)
связаны друг с другом следующим образом. Если tu /а, 
t3—корни уравнения (63), то система уравнений (60) — 
(62) имеет следующие шесть решений: t3, t3), (Zx; t3, t3),
(^2’ ^з)> (^з» ^2» ^i)> (^2» ^з* ^i)i (^з» ^L» г) (pmU решения
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получаются всевозможными перестановками трех чисел 
ti', t¿ t„) и не имеет других решений. Обратно, если

У o’ zj—решение системы (60)—(62), то числа ха, yQ, 
z0—корни уравнения (63).

Доказательство. Пусть /j, /2, /3—корни урав
нения (63). Воспользуемся формулами Виета для корней 
кубического уравнения:

"Ь t3 = а, 
tit2 H- H- t^t1 — b,

t-jt^tÿ — C.

Эти равенства показывают, что набор чисел (t¿ /2; /3) 
образует решение системы (60)—(62). Другие пять реше
ний получаются перестановками чисел /2, /3. Покажем, 
что этими шестью решениями исчерпываются все решения 
системы (60) — (62). Пусть (%„; г/0; г0) — какое-нибудь 
решение системы (60)—(62). Тогда справедливы число
вые равенства

*^о “Ь У а Zq ~ а, 
хйуо^уйго-Ѵгохо = Ь, 

хоУога = с-
Следовательно, многочлен t3—at2 + bt—с можно записать 
следующим образом:
/8---a/2_j_£¿—с_

= ta — (х0 + у0 + z0) t2 + (XoyQ + ÿ„Z0 + zoxo) t—XoyoZQ =
= (t—x0)(t—yg)(t—z0).

Из последнего равенства заключаем, что числа х0, yQ, г„ 
являются корнями уравнения (63). Теорема 7 доказана.

Пример 11. Решить систему уравнений
' x + y + z = 2,

' Xí/+z/z + zx = —1,
xyz = — 2.

Решение. Составляем кубическое уравнение 
t3—2t2—t + 2 = Q.

Находим корни этого уравнения: ¿i=l, ta = >—1, /3 = 2. 
Согласно теореме 7 данная система имеет следующие 
решения: (1; —1; 2), (—1; 1; 2), (—]; 2; 1), (2; —1; 1) 
(2; 1; -1), (1; 2; —1).
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Замечание. К системе вида (60) — (62) сводятся 
следующие системы:

x + í/ + z = a, 
• xa + y2 + z3 = b, 

хуг = с, 
х+у + г = а, 

хг + í/a + z2 — b, 
х3 + у3 + г'л = с,

Xі + y2 + z3 = a, 
xy + xz + yz = b, 

xyz = c,
' xa + y3 + z3 = a, 

xy + xz 4- yz — b, 
X3 + y3 + z3 = c.

При сведении этих систем к системе (60) — (62) можно 
использовать следующие тождества:

Xa + у2 + Z2 = (х + у + z)3 — 2 (ху + yz + XZ),
(х 4- у + z)s = X3 + у3 + Z3 + 3 (х + у + z)(xt/ + yz + xz) —Зхуг, 
(х + у + z) (х2 +1/ + z3—ху—xz — yz) = X3 н- у3 н- z3 — 3xyz.

Задачи к главе X

10.1. Докажите, что система уравнений ft(x, у) — 0, 
[г(х, У) — ® равносильна каждой из следующих систем:

(Л(х, í/) = 0,
3 Vi(x, y) + ÍAx, ÿ) = 0;

Í Л(х, í/)=0,
1 Л(х, y)—f2(x, у) = 0;
/ Л(Х, £/) = 0,

В) \ аД(х, у) -Hß/2 (X, Í/) = O (ß#=0, а —любое).

10.2. Докажите, что система уравнений
Xs— у3 = а(х—у), 
х3 + у3 = Ь(х + у)

равносильна дизъюнкции следующих четырех систем:

а)

в)

х—y = Q, 
x + y — 0-, 
x—y — Q,
х'—ху + у*—b — Q-,

f x + z/ = O,
' \ x*+xy + y2—a = Q;

( x3 + xi/ + £/2—a = 0, 
Г' t х2—ху + у2—Ь — 0.
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(64)

10.3. Рассмотрим систему уравнений
Í Zi (-Ѵ, у) = а,
1 fAx, у)=ъ,

где ûft#=0.
а) Докажите, что система уравнений

/ fi (х, У) fi (X, у) = ab, 
i Zi (х, у) д
V fi(x у) b

является следствием системы (64).
б) Докажите, что при ab=£Q система (64) равно

сильна системе
Z fi (х, у) _ а 

■J /г (X, у) b ’ 
v Zi U, У)~а-

10.4. Докажите, что система уравнений
Í [Zi U. У)]2 = [gi(x, y)]2,
1 Z2 (X, y) = 0

является следствием системы
( fAx, y) = gl(x, y), 
і Ze (x, y) = 0.

10.5. Докажите, что если функция tp(x, у) определена 
при всех значениях неизвестных, для которых опреде
лены левые части системы

( Zi (х, у) = 0,
I ft(x, у) = 0,

то система
Í Zi (х, у) + ф (х, у) ■ f* (х, у) = 0, 
I f2(x, у) = 0

(65)

равносильна системе (65).
10.6. Пусть функции fk{x, у), gk(x, у) (k—ì, 2) опре

делены на множестве М. Докажите, что на этом мно
жестве

а) каждое из уравнений

flSl ~ f Ъ§2> f і§і = f ígl
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есть следствие системы

(66)
1 gl = g¿

б) каждая из системч
I Л = Л, Í Л = Л,
1 ^1=^2, I Л^ = /^!

равносильна системе (66) на множестве М, если хотя бы 
одна из функций flf Л не обращается в нуль на мно
жестве М.

10.7. Докажите, что система уравнений
' Ли, У. z) = 0,

- Ли. У, z) = 0,
. Ли. У, z)=0

равносильна каждой из следующих систем (неизвестные 
для краткости записи опущены):

а) Л = 0> Л+Л=о, Л+Л+Л = О;
б) Л = о, Л = 0, Л-Л = О;
В) Л = 0. Л + Л = О. л—Л = 0;
г) Л + Л=о, Л+/з —б. Л+/з=О;
д) Л+Л—Л = о, Л—Л + Л = О, Л+Л—Л —0;
е) Л = °. Л = 0, Л + “Л + РЛ = ° (“. ß—любые числа).
10.8. Докажите, что если aí»c=/=0, то система урав

нений
' Ли. У. z) = a,

• Ли, У, г) = Ь,
, Ли. Í/- z) = c

равносильна системе уравнений
Ли, У, г) = а, 

fì<x, у, г) b
fi (■*, У< г)
fa (*■ У. 2) _

Q
С
аfl (*. у, Z)

Решите системы уравнений (10.9 
Xі— уг=Ъ, 

х + г/ = 5.

-10.17):
х—у = 3, 
x2-(-í/2 = 5.

10.9. 10.10
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/ x1 2+z/2 = 13, í X2—í/2 = 3,
10.11. 5 с 10.12. •(1 хг/ = 6. ( x2 + xí/ + z/a = 7.

10.13.
Í х2 + Зхг/ = 54,
¿«о, « „ - 10.14.

1 х34-х_г/а= 10,
1 4z/2 + xz/= 115. 1 у3 + х2у = 5.
Í х + і/.+ хг/ = 5, í (X-1) (y-1) = 3,

10.15. \ _ 10.10.lx2 + z/2 + xz/ = 7. 1 (x + 2) (z/ + 2) = 24.

1Л 17 f (x2 + x+l)(ÿ2 + z/+l) = 3,
l ( 1 —-х) ( 1 —— z/) = 6.

Решите симметрические системы (10.18, 10.19) с по-
мощью замены неизвестных по формулам (50):

( x + y= 1, f x4 + z/4 = 82,
10.18. 1 x3 + z/3= 19. 1 xí/ = 3.
10.20. Решите уравнение

р/ x + 34-^/94—X = 5

методом сведения к системе симметрических уравнении. 
10.21. Докажите формулы (обозначения см. на стр. 320):

1) 5n = a1S„_1—o2S„_2 (га >2);
2) Se = o« — 6о-4ст2 + 9а2а2 —2о|.

Решите системы уравнений (10.22—10.29):
/111

х3——z/3 = 61 (х—у),
(х+ 1) (у+ 1)= 12.

X3 + х3у3 + у3 = 17,

Í Зх3 + 2у3 = 26, :-------- = -
10.22. < о 10.23. j х У 6

ХУ — V хга2—х2га = 6.

10.24.

J
I xz/ + x + z/ = 5. 

í X 4-^ = 3,•27. { ™ 10.28.

10.25 10.26.
9_ 
2

- + - = - V ~ .. 2

10.29. •

x4-r/ = 3,
+ í/6 = 33.

' X2 + Z/2 = X+Z/.
•x4 + í/4= 4(x + y)2-

X y 
x4 + í/4= 17(x + z/)2, 

xz/ = 2(x+í/).

У ' X

{
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10.30. Найдите действительные решения системы урав
нений

(х3 + уа)(х—у) = 13, 
' ху(х — £/) = 6.

Решите системы уравнений (10.31—10.37):

.зі. I10

10.32

10.33

10

•{ 

.35. {

х*(1+у + у'*+у3)= 160,
Xі ( 1 — у + у2—у3) = —80.
(х + у)3(х-у)2=125,
(х—у)3 (х + у)2 = 25.
Xs = Зх + 4у, Í X3 = 10х 4- у,
у3 = 4х + 3у. 10-34- )у3 = х+10у.
2х3у2—Зу2 + 5ху—6 = 0,
Зх2у3—4у3 + Зху — 2 = 0.

I Зх2у3 + х8 —Зху—7 = 0,
,0’36- I 10х2у2 + Зх2 —20ху —3 = 0.
,ПГ7 Í 4.(х3 + У3) = 9х3у3,

і 4(х3 + у2) = 9х2у3 —8ху.

10.38. Найдите действительные решения системы урав
нений

(х—у) (х2 —у3) = 7,
(х+у) (х2 + у2)= 175.

Решите системы уравнений (10.39, 10.40):

j х3у + ху3 = у(х + у)3 ÍÍ0/4J) 3
10.39. 10.40.

х“у+ху‘ = у (х + у)3.

х-+у3 5 ’
у (X3 — 1 ) 4

У 'Xі+у2
1

Найдите действительные решения систем уравнений
(10.4t, 10.42):

( х3 + 4у = у8+16х, 
10.41. < 1+у3 ,

I 1 +** b’
Л Í х3+у8 + х2у + ху2 = 5, 

,0-42* ( х*у*+ХЧ? = 20.
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Решите системы уравнений (10.43, 10.44):

10.43

10.44

( ХУ i *+2У — о 
J x + ïy^~ ху ~z’

1 i ÍZ^=4
Y X — 2у^ ху

( х3 + ху + -^у3 — х—^-у=2г 

1 ±-х3—ху + у3 + 2у—х = 3.

10.45. Найдите действительные значения а, при кото
рых система уравнений

Xa—у3 — 1, 
у = ах + Ь

при любом действительном значении b имеет действитель
ные решения.

Найдите действительные решения систем уравнений 
(т, п — целые положительные) (10.46, 10.47):

10.46.

10.47.

( xä + z/3=l,
{ X2m + ÿ2"=--1.

х2 + У2 = 
j í— =і y2m + ік-2Л + 1

1,
у2„ + 1 1

Хїя + 1 •

Решите системы уравнений с тремя неизвестными
(10.48—10.64):

10.48
' xy = Q , 

yz = 3, 
zx - 2.

10.49

2yz = -$x, 
3ZA = yZ/, 

A7/ = 6z.

10.50

10.52

І з 1 x3 = -Q-yz,
y3^zx, 10.51.

Z3 =yXZ/.

' *(* + íH-z) = 7,
' У(х + у + г) = 14,

. z(x + y + z) = 2S.

x(i/ + z) = 27, 
i/(x + z) = 32, 
z(x+y) = 35.
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Í (х + */)(X + Z/ + Z)—18,
10.53. < (í/ + z)(x + z/ + z) = 30, 

l (x + z)(x + í/ + z) = 24.

' xa + xy + xz—x — 2,
10.54. y2 + xy + yz —y = — 2, 

za + xz + yz—z = 6. .

10.55.
t/3 + z3 = 7x3,

y + z—3x = 0, 10.56.
z—x = í/—2.

x + —= 1,
y

, 1 3 У +T —“T’

10.57.
1+1+1'=£ x y ' z 6 ’ 

x + ÿ = z,
Í/ + Z = —2x. 

27x3—y3—13^ = 0,

10.58.

I Z + -
+f+f)=,5,

<+-~H 

<+H13-

f (x + í/)2 — 2a = 4,

2 ’

10.59. < 3x2Z_4%í/ + l = 0i IO.6OJ (z/ + z)a—xa = 2,

X + I/ + Z= 1,

xy + yz + zx = —4, 10.62.
x3 + t/3 + z3 = 1. 

x + ÍZ + z = 4,
• ха + г/2 + га= 14, 10.64.

xy + xz—yz — b. .

10.65. Найдите действительные решения системы 
' ху + xz + yz = 11,

je2 + у2 + za = 14, 
xyz = 6.

10.66. При каких значениях а система уравнений

10.61.

10.63.

x + z/ + z = 2, 
х2 + г/2 + г2 = 6, 
X3 + у3 + г3 = 8.

5хг/ = 6 (х+ //), 
3z/z = 2(ÿ + z), 
4zx = 3(z + x).

ху а, хг ■ а, yz
x-j-y x + z ’ Z/4-Z

имеет хотя бы одно решение? Найдите эти решения.
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Решите системы уравнений, с тремя неизвестными
(10.67—10.71):

10.67.

10.68.

10.70.

10.71.

{ху+х+у = 1,
У2 + У + z — —з, 
zx + z -|-х =—5.

' 24 (х+у—z) = xyz,
24-$(У+г—х) = хуг, 10.69.

, 8(x + z—y) = xyz.

' X2 + 5z/2 + 4z2 + 4xy + 4yz = 125,
■ x2-|-3z/2— 4z2 + 4x</ —4z/z = 75,

, x + У + 2 = 8.
X — 2z/ + 3z = 9,

• x2 + 4í/2 + 9z2= 189,
3xz = 4¿/2.

x-rü _ ]_ 
xyz 12 * 

У+2 = j}_ 
xyz ~ 12 ’ 

Z + X _ _1_

10.72. Найдите все действительные решения системы 
уравнений

X2 + 4ху + бу2 = 3,
< X2—4xz+12z2 = 2,

. í/2 + 3í/z + 2z2 = 0.
Решите системы уравнений с тремя неизвестными

(10.73—10.75):
х + у—z=l, ( x + z/-t-z = 0,

X2 + Í/2—za = —3, 10.74. ¿ x2 + y2—z2 = 20,
x3 + y3 —23 = —29. ( х* + у* — z4 = 560.

10.73.

10.75.
X 1 у+г
1 1 1
У 1 х + г
1 і. 1

10.76. Найдите действительные решения системы урав
нений

3(x + f/) = z,
< 3(x2 + z/2) = 5z,

. 3 (x3 + í/3) = 7z. •
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10.77. Найдите все решения системы уравнений

х + у = г, 
у2 + гг = 13хв,

. 2(xa + zs) = 7ys.

Решите системы уравнений с тремя неизвестными
(10.78—10.82):

(х + у)(х + г) = х, [ (x + 2i/)(x + 2z) = x,
10.78. -j (y + z)(y + x) = ÿ, 10.79. ¿ (y + 2x)(y + 2z) = y, 

((г4-х) (г +í/) = 2. ( (z + 2x)(z + 2y) = z.

10.80
' xy = x + y—z,

■ xz = 2(x— y + z),
. yz = 3(y—x + z).

10.81.
(X + Í/) (X + 2) = X, 
(У + г) (у + х)=2у, 
(2 + x)(2 + z/)= 3z.

10.82.
xyz + X22 = 2,
XU + 2x2 = — 2, 

x2yz — —15.

10.83. Найдите все действительные решения системы 
уравнений

' X2 + XZ/+ 4хг—4z2 = 0,
• ¿í24->-'í/4-4t/2—8z2 = 0, 

xí/z = 8.

10.84. Пусть (x; y, z)— решение системы уравнений

' (x —fl) (г/—û)(z—a) = d,
■ (x—b)(y—b) (z — b) = d,

. (x—c)(y—c) (z—c) = d,
причем известно, что среди чисел а, Ь, с нет равных.

Н айдите x3 4- у3 4- z3 •

Решите системы уравнений с тремя неизвестными
(10.85—10.90):

10.85.
' 2(x24-y2) = A-í/2,

- 10(ув4-г2) = 29хг/г,
5 (224-х2)-ІЗхі/2.
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10.86
’ 6х (у* + z2) = 13z/z,

' 3z/(x24-z2) = 5xz, 10.87 
. 6z(x24-z/2) = 5x¿/.

= Зх,

4£±£ = 
x2z2

x2y2

3lJ,

2z.

10.88
' 2 (хгy1 "+ z/2z2 z2x2) + 9xí/z = 0,

2i/(x2—z2) + 3xz = 0, 
2z(x2-z/2) + 3xz/ = 0.

10.89

' *a+ya—?2 _ JL 
xy z ’

/■+Z2_X2 _ 3 

</Z X ’
y2—x2 — z2 _ 21 

— У ‘

í £+v+±=
У z X

10.90. •? JL_i_±_i_Ä = , 
I X y ' z

xí/+í/z+zx = —3.

10.91. Найдите 
уравнений

все действительные решения системы

X3 + у3 — z3—хуг ——4, 
х3—у3-\-г3—xyz = 8,

_ —x3 + ÿ3 + z3—xyz = —2.

10.92. Решите систему уравнений

' 2x2 + í/2 + z2 = 9 + í/z,
■ x2 + 2z/2 + z2 = 64-xz,

. x24-ÿa + 2z2 = 3 + xy.

10.93. Найдите действительные решения системы урав
нений

' x24-2ÿz=l,
• у2 4-2zx = 2,

. z2 + 2xy = 1. .

Решите системы уравнений с тремя неизвестными
(10.94—10.96):

10.94.
X2 4-^2 = 42, 
y24-xz = 42, 
z24-Xf/ = 50.
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10.95.
X2—yz = З, 
у2—xz = 5,
Z2 —XÍ/ = —1.

10.96.
' x2 + xî/ + i/2 = 7, 

i/a-)-z/z + z2 = 3, 
b za + xz+x2 = 1.

10.97.

Решите системы уравнений с четырьмя неизвестными
(10.97, 10.98):

x + z/ = l, ( хг/+ xz + í/z = 28,
xz + yt = 2, J yz + ty + Iz = 0,

xz2 + i/Z2 = 5, ‘°-98’ j zx + /z + /x = 0,
xz3 + t/Z3=14. ( xy + tx-\-ly = Q.

10.99. Решить систему уравнений.
ха + хз + • • • + Хп-1 + х« = b

*1 + x3 + • • • +Xn-1 + Xn = 2,

xl -Ьхг + x3 -H • • • 4"xn-i== n- 
10.100. Найдите Есе решения системы уравнений

3XiXg = x, —(- X2 -|- 2,
Зх2х3 = x2 -)- хз 2,

3Хл-1Хл — хл-1 + Хл 4" 2»

Зх„х1 = х„+х1 + 2.
Решите системы уравнений (10.101—10.144):

iZx+ з,
Xa + і»2 = 65.

|/х2 + г/2 + /2хг/ = 2К2,
/х + К^ = 2.

í/£±^+l/'_JL.=l 
У у У х+у 2 ’

х2 + і/2 = 226.

«0.101.

10.102.

10.103.

(

10.104. <
^__2Кха-1 + і/а = 3,

З (X-у) + .jL + Зг/2 = 0. у xz—I—х

10.105.
{ £ + 2Ух'+І+,/‘„3,

Ух3+1 + х г/2 = 0.
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( /25—х2—/25—/ = /8,
10.106. { ______ r____ L ’________

V /25—x2 + /25-/ = /16 + (x + î/)2.
f 3* + 2x+"+1 = 5, ( 3x—2^ = 65,1°-1°7- j 3,+1_2x+i,= 1 10.108. /
V ‘ 32 — 2ÿ = 5.

10.109

10

10.1121)

10.113.

10.115.

10.116.

10.117.

10.118.

10.119.

10.120.

f 272x + 272y = 12, Í xÿ =9,
t .27^= 3/3. 10,110, { "/324 = 6x.

X.111 / /^ + 7t/= 3,
' ' 1 (2x+14t/) 2* =72.

x2"+ 16 = 3^ + 2^ 
X2* = 4 + 3x".

xz = £/3
10.114.\ i/^ = x°.

í X-!
[ 3x-3s 
Í x-2J 
\ 2x-i 

{

{

yz = x3
2 / Х + 2/ z/ = 9z. 

9i/-x + 2y. 3-x-y = g. 3-w+ff,
32ÿ+x _j_ 2y. з^-ÿ+i = 72. y-y.

2^+i+ 3^.2“^ = 2,
22x+y + 3y-8x+y = 1. 

lgax + lg2z/ = 5,
lgx—lgi/ = 1.

Ig(x2 + /)=l+21g2, 
lg (* + #) — lg/—ÿ) = lg2.

10i+ig (x+ÿ)=2i5i

У x + y + 2 /x2 —z/2 = 4 + 2y.
5-log» (x-ÿ)

9 2 , =81,
log2 (x-h y) + loga (X—y) = 3.

x) В этом примере (и последующих) мы придерживаемся следую
щего соглашения: если в уравнении содержится выражение, пред
ставляющее собой степень, в основание и показатель которой входят 
неизвестные, то ищутся лишь такие решения, при подстановке кото
рых основание степени положительно. Например, так как 
в системе 11.112 содержится выражение х", то. берутся лишь те ре
шения системы, для которых X > 0. •
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10.121.

10.122.

10.123.

10.125.

10.12.6.

10.127.

10.128.

10.129.

10.130.

10.131.

10.132.

10.133.

10.134.

I (xî—^iog,<*-</) =8, 
í (x + z/)lo*«(x*-i'’) = 64.
I (x—i/)lg(x+1'6) = 0,2,
\ (О.Ірг^-^гх + З.
f y-v-3.t-í=li 
Ì log2X = f/.

X3 ya +x3 y3 = y, 

21og3x+log3z/ = 3.

32 log, (4¡/«-x)_ ], 

x-y x-y

2 2 —2 4 = 2.

J Xs +y3 = 13,
I log6x + 2 loge £/ = 3.
í loga (xt/)¿-2 log2 (x—i/) = y —logj 32, 

( х2 + г/2 = 20.

log.2-log, x-}_5

' 22 ІО8«Х + 32 lo?s!/ = 8,
2 log X 2 log у

— — 1 2 2 +3 3 =v.

f log.x+log,y = 3,
1 x2+16i/2=17.

f loga (log2 x) + log± ( logjjA = 1,
¿ 3 \ 2 /

( x3y* = 16.
310g, x_2¡og4 ¡/ = 77?

31og, Ух _]_ 2log„ У — 11.

log2 /7 1,52 4
3log, x log, y* _ 4

I log2(y—x)==log8(3í/—5x), 
1 x2 + í/2 = 5.
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10.135.
Í 5 (logy %+log* у) = 26,
( ху = 64.

10.136.
Í logy % + log* у = 4- 
1 logla(x2 + y2)= 1.

1 хуа + 2х—X2—2ху = 0,
10.137. J 21og*y + logyX = 3.

? 20-xìo«>'J + 7-y'°^x = 8ì р/З,
10.138. t ху = 9^9.

J log, X-log* (х—Зу) = 2,
10.139. | x-ylog*y=y2.

? 3 log* а + loga= У = 2, ,
10.140. I log X Û > 0, ß 1

10.141.
í loga X-log,, у = l0ga fc, a> о, ß =/= 1

1°8 j Д ,/~I a a '=|/ X, ь>о,
' loga X4- lOga’ У = fl> о, ß =/= 1

10.142.
Ь>0, b^i

10.143. ’
' logg X 4“ loga’У — ß,

- log t У ß> о, ß 1

10.144. •

¿x24-ß T = 2ac,
' (flx)lg fl (by)lgí., ß> 0, ß =t¿= 1

ylg(aj:)~alg(i>ÿ)) Ö>O, b^i

Задачи на составление уравнений1)

10.145. Кусок материи стоит 35 рублей. Если бы в 
куске было на 4 м материи больше, а каждый метр стоил 
на 1 рубль дешевле, то стоимость куска материи осталась 
бы прежней. Сколько метров материи было в куске?

10.146. Бассейн может наполняться водой из двух 
кранов. Если первый кран будет открыт в течение 10 мин, 
а второй — в течение 20 мин, то бассейн будет наполнен.

х) Некоторые из предлагаемых задач можно решить непосред
ственно, не составляя уравнений.
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Если первый кран будет открыт в течение 5 мин, а вто
рой— в течение 15 мин, то заполнится 3/5 бассейна. Опре
делить, сколько времени нужно для наполнения бассейна 
каждым краном в отдельности.

10.147. Лодка должна проплыть по реке из пункта А 
в пункт В и обратно. Расстояние между А и В равно а; 
скорссть течения реки равна ѵ. Какова должна быть ско
рость лодки, чтобы время движения было меньше /?

10.148. Из пункта А, расположенного на кольцевой 
дороге, выезжают одновременно в одном и том же на
правлении велосипедист и мотоциклист. Пока велосипе
дист прошел один круг, мотоциклист прошел несколько 
больше трех полных кругов и оказался в том пункте В, 
где он в первый раз обогнал велосипедиста. Во сколько 
раз скорость мотоциклиста больше скорости велоси
педиста?

10.149. Пассажирский поезд обгоняет товарный, иду
щий по параллельному пути. Мимо машиниста товарного 
поезда пассажирский проходит за 10 сек, а мимо маши
ниста пассажирского поезда товарный проходит за 40 сек. 
Если бы эти поезда двигались с теми же скоростями на
встречу друг другу, то полное время встречи (от встречи 
локомотивов до расставания хвостовых вагонов) было бы 
равно 163/з сек. Во сколько раз скорссть пассажирского 
поезда больше скорости товарного?

10.150. Пловец плывет против течения реки и встре
чает по пути плывущую по течению пустую лодку. Он 
продолжает плыть еще т мин после момента встречи 
против течения, а затем поворачивает назад и догоняет 
лодку в s м от места встречи. Найти скорость тече
ния реки.

10.151. Два велосипедиста выехали одновременно: 
один из А в В, а другой из В в А. Каждый ехал с по
стоянной скоростью и, приехав в конечный пункт, тут 
же поворачивал обратно. Первый раз они встретились 
в р км от В, а второй раз—после того как оба повер
нули обратно—в q км от А. Найти расстояние АВ.

10.152. Из пункта А в пункт В одновременно отправ
ляются пешеход и велосипедист. Доехав до В, велосипе
дист поворачивает обратно и встречает пешехода через 1 час 
после выезда из пункта А. После гстречи пешеход про
должает идти в В, а велосипедист поворачивает и тоже 
едет в В. Доехав до В, велосипедист снова поворачивает 
обратно и встречает пешехода через 40 мин после первой
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Естречи. Определить, за какое время пешеход пройдет 
расстояние от А до В.

10.153. Один вкладчик положил в сберкассу некоторую
сумму денег, а второй вкладчик—вдвое большую сумму. 
Сумма первого вкладчика через т лет стала р рублей, 
а сумма второго через лет стала q рублей. Опре
делить, какова первоначальная сумма денег каждого 
вкладчика и сколько процентов (в год) выплачивает 
сберкасса.

10.154. Пароход отправляется из пункта А вниз по 
течению реки. Через час за ним отправляется катер 
и догоняет пароход в 60 км от Л. Если бы с момента 
отправления катера пароход увеличил скорость на 5 км/час, 
то катер, двигаясь с прежней скоростью, догнал бы паро
ход в 120 км от А. Определить, на сколько км/час ско
рость катера больше скорости парохода.

10.155. Катер с постоянной скоростью, в k раз боль
шей скорости парохода, отправляется одновременно с па
роходом из одного пункта вниз по течению реки. Через 
сколько времени после отправления парохода они встре
тятся, если через t мин катер повернул назад и умень
шил скорость в два раза?

10.156. Из одного пункта в одном направлении через 
каждые полчаса выезжает велосипедист. Первый едет со 
скоростью 10 км/час, второй—со скоростью 8 км/час. 
Найти скорость третьего велосипедиста, если известно, 
что он обогнал первого велосипедиста на 4 часа позже, 
чем второго.

10.157. Бригада рабочих строит мост за 14 дней. Если 
бы в бригаде было на 4 человека больше и каждый рабо
тал бы на один час в день больше, то та же работа была 
бы выполнена в 10 дней. При увеличении же бригады 
еще на 6 человек и рабочего дня еще на один час вся 
работа была бы выполнен^ в 7 дней. Сколько человек 
было в бригаде и сколько часов в день они работали?

10.158. Из сосуда с кислотой отлили 1 л кислоты 
и добавили 1 л воды, затем отлили 1 л смеси и доба
вили 1 л воды и т. д. /г раз, после чего отношение объема 
кислоты к объему воды в смеси оказалось равным k. 
Сколько кислоты первоначально было в сосуде?

10.159. Расстояние между городами А и В равно 60 км. 
Два поезда выходят одновременно: один из Л в В, дру
гой из В в А. Поезд, идущий из А в В, пройдя 20 км, 
стоит полчаса, затем отправляется дальше’ и через 4 мин
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встречает поезд, идущий из В в А. Оба поезда прибы
вают к месту назначения одновременно. Определить ско
рости поездов.

10.160. Из пункта А в пункт В отправляется автобус, 
а из пункта В в пункт Л — поезд. Если поезд отправится 
на 3 часа позже автобуса, то они встретятся на середине 
пути. А если поезд отправится на 1 час 12 мин позже 
автобуса, то до их встречи автобус успеет пройти 2/5 
всего расстояния от А до В. Определить, через какое 
время они встретятся, если отправятся одновременно.

10.161. Из пункта А в пункт В против течения реки 
отправляется пароход. Одновременно из В в А отправт 
ляется лодка и, пройдя 1/3 расстояния от В до А, встре
чает пароход. В пункте В пароход сразу же поворачивает 
обратно, обгоняет лодку и прибывает в Л в момент, 
когда лодка находится на расстоянии 20 км от Л. Если 
бы скорость лодки относительно воды была в три раза 
больше, то первая встреча произошла бы на середине 
пути между Л и В. Определить расстояние между пунк
тами А и- В.

10.162. Из пункта Л в пункт В против течения реки 
отправляется пароход. Одновременно из В в Л отправ
ляется лодка и, пройдя 3/8 всего расстояния от В до Л, 
встречается с пароходом. В пункте В пароход сразу же 
поворачивает обратно и прибывает в Л одновременно 
с лодкой. Если бы скорость лодки относительно воды 
была бы в два раза больше, то в пункт Л она прибыла 
бы на 1 час 10 мин раньше парохода. Определить, через 
какое время после отправления пароход возвратился 
в пункт Л.

10.163. Три велосипедиста выехали одновременно: пер
вый и второй из пункта Л, двигаясь с различными скоро
стями, а третий — навстречу им из пункта В. Через 1,5 часа 
после начала движения первый велосипедист был на рав
ном расстоянии от двух других, а через 2 часа после 
начала движения третий велосипедист был на равном 
расстоянии от первого и второго. Через сколько часов 
после начала движения второй велосипедист находился 
на равном расстоянии от первого и третьего?

10.164. На берегу реки по ее течению расположены 
два пункта Л и В, а на полпути между ними в реку 
впадает приток, в устье которого находится пункт С. 
Лодка на путь из В в Л затрачивает 3,5 часа, а на об
ратный путь—1 час 25 мин. Путь из В в С и затем
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вверх по притоку на такое же расстояние до пункта D 
она проходит за 4 часа. За какое время лодка проплывет 
из D в В, если этот путь в стоячей воде занял бы у нее 
2 часа? (Скорость течения реки после впадения притока 
уменьшается.)

10.165. Русло реки разветвляется на два потока с раз
ными скоростями течения. На развилке расположен 
пункт А. Лодка на путь по первому потоку из пункта А 
в пункт В затрачивает на 21 мин меньше, чем на путь 
по второму потоку из пункта А в пункт С. Известно, 
что расстояние от А до В равно расстоянию от А до С. 
На обратный путь из В в А лодка затрачивает на 1 час 
10 мин больше, чем на путь из С в А. Если бы скорость 
лодки в стоячей воде была в 2 раза больше, то на путь 
из В в А она затратила бы на 12 мин больше, чем на 
путь из С в Л. За какое время лодка пройдет в стоя
чей воде путь, равный расстоянию от А до В?

10.166. Моторная лодка отправилась вниз по течению 
реки из пункта А в пункт В. Когда она прошла 3/4 пути, 
кончилось горючее, и оставшийся путь пришлось идти 
на веслах. Весь путь из А в В занял 1 час 50 мин. Если 
бы горючего хватило лишь на 1/4 пути и оставшийся путь 
надо было идти на веслах, то весь путь занял бы 3,5 часа. 
За какое время лодка проходит путь из В в А на вес
лах, если путь из А в В и обратно с включенным мото
ром занимает 2 часа 5 мин?

10.167. Из пункта А в пункт В вдоль берега реки 
по ее течению идет тропа. Охотник вышел из А на 3/7 часа 
позже рыбака, отправившегося из А в В на лодке. В пункт В 
они прибыли одновременно, а спустя 4 часа мимо них 
проплыла ветка, брошенная охотником в реку при выходе 
из А. В обратный путь охотник вышел на 2 часа 20 мин 
позже рыбака, однако догнал его лодку в пункте А. За 
какое время рыбак вернулся из В в А?

10.168. Катер и пароход, отправляясь одновременно 
из пункта А в пункт В по направлению течения реки, 
осуществляют безостановочное движение между А и В. За 
один рабочий день катер делает 5 рейсов, а пароход— 
9 рейсов (рейс—движение от Л в В и обратно). Через 
20 мин после начала движения, когда катер прошел 
5/6 всего расстояния от Л до В, происходит их первая 
встреча. Определить продолжительность рабочего дня.



ГЛАВА XI

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМЫ 
УРАВНЕНИЙ

§ 1. Простейшие тригонометрические уравнения

В этой главе мы рассмотрим некоторые виды уравне
ний и систем, в которых неизвестные содержатся под зна
ком тригонометрических функций. Такие уравнения будем 
называть тригонометрическими уравнениями.

Решение тригонометрических уравнений сводится в ко
нечном итоге (с помощью различных преобразований) 
к решению простейших тригонометрических уравне
ний:

sinx = a, cosx = a, tgx = a, ctgx = a. (1)
Поэтому мы прежде всего напомним, при каких значе
ниях а уравнения вида (1) разрешимы (имеют решения) 
и как правильно находить все решения таких уравнений.

Г. Уравнение
sinx = a. (2)

Так как значения функции y = sinx заполняют отре
зок [—1, 1], то уравнение (2) разрешимо в том и только 
в том случае, когда

|а|С1. (3)
Если условие (3) выполнено, то все решения урав

нения (2), как известно, содержатся в формуле
х = (—l)"arcs¡n а + пп, (4)

где п принимает произвольные целые значения, т. е. п = 0, 
±1, ±2, ... (по поводу смысла записи arcsin а см. стр. 214).

Если же условие (3) не выполняется, т. е. I а | > 1, то 
уравнение (2) не имеет (действительных) решений. Это 
последнее обстоятельство следует хорошо помнить, так 
как, забывая об этом, учащиеся и поступающие в вузы 
нёредко допускают ошибки. Например, при решении
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V' 5
уравнения sinx = -y некоторые учащиеся, не обращая

і/"5
внимания на то, что-у-> 1, выписывают «ответ» х = 

Ѵ~5= ( — 1)" arcsin —у + пп, который не имеет никакого смыс
ла, так как функция arcsinх не оп редел ена в точке 
х=^(т. е. эта точка не принадлежит области опре

деления функции arcsin х).
Замечание. Всюду в дальнейшем при решении триго

нометрических уравнений и систем мы для сокращения 
записи не будем писать в ответах, что п, k, т = 0, ± 1, 
±2, ... (хотя забывать об этом нельзя).

Пример 1. Решить уравнение sinх = у.
1 пРешение. х=(—1)" arcsin у + пп = (—1)" у + лш.

Пример 2. Решить уравнение sinx =—у-.
Решение. х=(—l)"arcsin^—-у^^ + ял =

= (-1)" ( -у)+пп = (- О"*1 (у)+пп-

Пример 3. Решить уравнение sinx = .
Решение. Это уравнение не имеет решений, так 

как j/lO > 3 и, значит, -^у^-> 1.

2°. Уравнение
cos X = а. (5)

Это уравнение также имеет решения тогда и только 
тогда, когда

N<1. (6)

Если условие (6) выполнено, то все решения уравне
ния (5) записываются- формулой'

X = ± arccos а + 2пп. (7)
Если I а I > 1, то уравнение (5) не имеет решений. 
Пример 4. Решить уравнение cosx = y. 

Решение. х = ± arccos у+ 2лп = ± у + 2гоі.
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Пример 5. Решить уравнение cosx =-----

Решение. х=± arccos -•^)+2яп = =Ь -|-я+2ля.

Пример 6. Решить уравнение cosх= 1—Кб.
Ре_ш е н и е. Это уравнение не имеет решений, так как 

1_К5<—1.
3°. Уравнение

tgx = fl. (8)

Это уравнение разрешимо при любом а. Все реше
ния уравнения (8) содержатся в формуле

x = arctga + Krt. (9)

Пример 7. Решить уравнение tgx = K5.
Решение. х = arctgK3 + im =у + лп.
Пример 8. Решить уравнение tgx =—1.
Решение. x = arctg(— 1) + лл =— -у + ял.
4°. Уравнение

ctgx = a. (10)
Это уравнение разрешимо при любом а. Все решения 

уравнения (10) содержатся в формуле -
X— arcctga + л/г. (11)

Пример 9. Решить уравнение ctgx=K3.
Решение. х= arcctgj/ 3 + тг — -^ + лп.

Пример 10. Решить уравнение ctgх = —

Решение. %= arcctg ¿-л/i =-^- + лп.

В заключение выпишем решения для некоторых часто 
встречающихся частных случаев простейших тригоно
метрических уравнений: г

а) sinx = 0, х = лп;
б) sinx=l, х = у + 2ял;

в) sinx = —1, х=—у + 2лл;
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r) cos X = 0, -X — у + ян; .
д) cosx = 1, х = 2лп;
е) cosx =—1, х== л (2п+1).

§ 2. Уравнения вида sin/(x) = а, /(sin х) = О 
и аналогичные им

В этом параграфе мы рассмотрим решение уравнений 
вида

Sinf(x) = fl, cosf(x) = a, tgf(x) = a, ctg/(x) = a, (12) 
a также уравнений вида

/ (sin х) = 0, /(cosx) = 0, /(tgx) = O, /(ctgx) = O. (13)
Все эти уравнения легко сводятся к простейшим триго
нометрическим уравнениям, рассмотренным в предыдущем 
параграфе.

Уравнения (12) введением вспомогательного неизвест
ного t = f (х) сводятся к простейшим тригонометрическим 
уравнениям и уравнениям вида f(x) = b. Так, уравнение 
sin/(x) = a указанной заменой приводится к системе

/(х) =/, 
sin t = a.

Второе уравнение имеет (при 1) решение
/ = (—1)" arcsin аяп,

подставляя которое в первое уравнение, получаем урав
нение

f(x) = (—1)" arcsin а + лп, (14)

которое проще исходного уравнения (и равносильно ему). 
При I а|> 1 исходное уравнение sin/(x) = a не имеет 
решений. Аналогично, уравнение cos/(x) = a при | а | 1
равносильно уравнению

f (х) — ± arccos а-¡-2лп. (15)
Таким же приемом решаются и последние два уравне
ния (12).

Пример 11. Решить уравнение 

sin(3x—1) = у.
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Решение. Данное уравнение равносильно (см. (14)) 
уравнению 3%—1 = ( —1)" arcsin у + лл, из которого на-

ходим х = у + у (— I)" arcsin у + у .
Пример 12. Найти действительные решения урав

нения cos(xa —2) = у.
Решение. Данное уравнение равносильно (см. (15)) 

уравнению ха — 2 = ±у + 2лп, т. е. равносильно урав

нению ха = 2 ± у + 2іш.
Так как значения х должны быть действительными, 

то должно выполняться условие 2±у + 2л/і^0; поэтому п 
может принимать только значения 0, 1, 2, ...

Отв. х = ± у^2 ± у + 2ші, где п = 0, 1, 2, ...

Замечание. Нередко при решении уравнений вида 
(12) учащиеся и поступающие в вузы допускают одну 
типичную ошибку, связанную с неправильным истолко
ванием периодичности тригонометрических функций. 
Например, при решении уравнения cos2x=—некото
рые учащиеся рассуждают так: «Найдем какое-нибудь 
значение х„, удовлетворяющее уравнению; например, 
можно взять х„ = у. Тогда все решения можно записать

так: х=±у + 2лп». Ошибка здесь заключается в том,
что функция cos2x имеет период л, а не 2л, что в этом 
решении не учтено. Для правильного решения следует 
всспользоваться формулой (15), согласно которой 2х = 
= ±Д^- + 2лл, откуда х = ±у+л«. Вот другой пример.

Найти действительные решения уравнения cos(xa—4) = 1. 
При решении этого уравнения некоторые учащиеся рас
суждают так: «Очевидно, что х=±2 удовлетворяют 
уравнению; поэтому все решения можно записать так: 
X — ± 2 + 2лл». Здесь допущена еще более грубая ошибка: 
ведь функция cos(xa—4) не является периодической. 
Правильное решение этого уравнения получается на осно
ве уравнения (15): ха—4 = 2л/і, откуда находим х = 
= ±1/4 + 2лп (л = 0, 1, 2, ...). Таким образом, исполь-
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зование указанного выше способа решения (основанного 
на формулах (14), (15)) гарантирует от ошибок.

Перейдем теперь к рассмотрению уравнений (13). При 
решении этих уравнений введение вспомогательного неиз
вестного t по формуле Z=sin X (или соответственно /=cosx, 
/ = tgx, / = ctg х) приводит к уравнению /(/) = 0, решив 
которое мы приходим к рассмотрению простейших триго
нометрических уравнений. Разберем более подробно пер
вое из указанных уравнений: /(sinx) = 0. Замена неиз
вестного Z = sinx приводит нас к системе уравнений .

Z = sinx,
МО = о.

(16) 
sinx = t.

(17)

(18) 

(19)

Если второе уравнение этой системы имеет корни 
t2, .. ., то исходное уравнение /(sinx) = 0 равносильно 
дизъюнкции простейших тригонометрических уравнений 

sinx = Z1, sinx = Z2, ..., sinx = /„.
Возьмем в качестве примера уравнение вида 

asin2x + ôsinx + c = 0, а=£0.
Это уравнение имеет рид / (sin х) = 0. Положим 
Тогда уравнение (16) примет вид

/ (í) = at2 + bt + с = 0,

откуда ______
t —6+ У Ь2 — 4ас
О— 2Ö ’
, —b— У b2 — 4ас

2Ö •

Следовательно, уравнение (16) равносильно дизъюнкции 
уравнений

sinx = Z1, sinx=/2.

Отсюда вытекает, что уравнение (16) имеет решения в том 
и только в том случае, когда корни и t2 уравнения (17) 
действительны (т. e. D—b2—4ac^Q) и по крайней мере 
один из этих корней по абсолютной величине не превос
ходит единицы.

При этом: 1) если |/,|> 1, |Ѵ21 > b то уравнение (16) 
не имеет решений; 2) если | 1, |/2|> 1, то уравнение
имеет одну серию решений:

х = (—1)" arcsin tl + îtn, (20)
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где /j определяется формулой (18) (аналогично при | /21^1,
I /i |> 1); 3) если I /j I 1, ) /2 ¡ 1, то уравнение (16) имеет,
кроме серии (20), еще одну серию решений:

X — (—1)" arcsin /а-Р roi,

где t2 определяется формулой (19).
Пример 13. Решить уравнение sin2 х + 3 sin х + 5 = 0.
Решение. Так как уравнение /2 + 3/ + 5 = 0 не имеет 

действительных решений (£> = 32—5-4 <0), то исходное 
уравнение не имеет решений.

Пример 14. Решить уравнение 2 sin2x-psinx—1 = 0.
Решение. Уравнение 2і2 + і —1=0 имеет корни 

I —_ i i —L.

Следовательно, исходное уравнение имеет две серии ре
шений:

х =—у-Р 2пп, х — (—1)"-^- + пп.

Пример 15. Решить уравнение 3sin2x— 5 sinx—2=0.
Решение. Уравнение 3Z2 — 5t—2 = 0 имеет корни 

/ = —- і = 2

Исходное уравнение имеет одну серию решений:
х = (—l)n+1 arcsin ÿ +л/i.

К уравнению вида (16) легко сводится уравнение 
А cos2 х-р В sin х + С = 0. (21)

В самом деле, cos2x= 1—sin2x, и поэтому уравнение (21) 
можно записать в виде Л(1—sin2х) + В sin х-р С = 0, или 
(—A) sin2х-р В sinx-p (С-р Л) = 0.

Пример 16. Решить уравнение cos2x—sinx—1 =0.
Решение. Данное уравнение перепишем в виде 

sin2x + sinх = 0, или sinx(sinx+1) = 0. Отсюда видно, 
что исходное уравнение равносильно дизъюнкции урав
нений sinx=0, sinx = — 1.

Оте. x = nti, x =—-^--p2roi.
Более общим, чем (16), является уравнение

ûosin" x-pûj sin'1-1 х-р ... H-ûn-j sin х-рû„ = 0. (22)

348



Заменой t = sin x оно сводится к алгебраическому урав
нению

ûo/"+alZ"-1+...+fl„_1/ + iZn=0. (23)
Согласно сказанному выше уравнение (22) равносильно 
дизъюнкции уравнений

sinx = Zp sinx = Z2, sinx = Z„,
где Zv Z2, ..Z„— корни уравнения (23). Из этого следует, 
что уравнение (22) имеет решения в том и только в том 
случае, если уравнение (23) имеет действительные корни 
и по'крайней мере один из этих корней по абсолютной 
величине не превосходит единицы.

Уравнение вида a0sin2"+1x + a1cos2"x + a2sin2n-1x + 
H-ascos2"-2 х-(-...+й2„ sin х + а2п+1 = О также сводится 
к алгебраическому уравнению относительно Z = sinx, так 
как

cos2ft х= (1 —sin2 х)* =(1 —Z2)*.
Все, что было сказано об уравнениях, сводящихся 

к алгебраическим относительно Z = sin х, очевидным обра
зом переносится на уравнения, содержащие только cosx.

В частности, уравнение
acos2x4-ftcosx + c = 0 (24)

заменой Z = cosx приводится к квадратному уравнению 
at2 + bt -)-с = 0.

К уравнению вида (24) приводится уравнение 
a sin2 X 4-b cos х + с = О,

если заменить siirx на 1—cos2x.
Предоставляем читателю самостоятельно сформулиро- . 

вать необходимые и достаточные условия разрешимости 
уравнения (24) и решить вопрос о том, в каких случаях 
это уравнение имеет две серии решений, одну серию 
решений или не имеет решений.

Рассмотрим уравнения, сводящиеся к алгебраическим 
уравнениям относительно функций tgx и ctgx:

aotg"x4-a1tg"-1x+.. • +a„-itgx-ba„=0, (25)
boctg" хҢ- bj ctg" _1 x¿- .. • + &„-iCtg x + ó„ = 0. (26)

Уравнение (25) подстановкой 
раическому уравнению

tg X = Z сводится к алгеб-

íf(lZ'' + «lZ'*-4- . • • + +а„ —0. (27)
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Согласно сказанному выше уравнение (25) равносильно 
дизъюнкции уравнений

tgx = tlt tgx = /2, ..., tgx = Z„,
где Zp ¿2, ¿n — корни уравнения (27). Из этого сле
дует, что уравнение (25) разрешимо в том и только в том 
случае, когда по крайней мере один из корней уравне
ния (27) является действительным. Аналогично обсуж
дается вопрос о разрешимости уравнения (26).

Пример 17. Решить уравнение tg3x+2tg2x+3tgx=0.
Решение. Полагая tgx=/, получаем уравнение 

/3 +2/2 + 3/=0, или t (Z2 + 2Z + 3) = 0. Это уравнение 
имеет только один действительный корень t = 0. Следо
вательно, исходное уравнение равносильно уравнению 
tgx = 0.

Оте. х=лп.
Пример 18. Уравнение ctga х3 ctg х + 5 = 0 не 

имеет решений, так как уравнение ua-J-3u + 5 = 0 не имеет 
действительных корней.

§ 3. Уравнения, однородные относительно sinx И COSX
Рассмотрим уравнение вида

Яо sin" ÖJ SÌn"-:lXCOSX + fl2SÌnn_2XCOS2X4- ...
... +an_1sinxcosn_1x + ûncos"x = 0, (28)

где я„, яѵ ..., я„—действительные числа. В каждом 
слагаемом левой части уравнения (28) сумма степеней 
синуса и косинуса одна и та же и равна п. Такое урав
нение называется однородным относительно sinx и cosx, 
а число п называется показателем однородности.

Ясно, что если я„=0, то все корни уравнения cosx=0 
(т. е. числа у+ті) удовлетворяют уравнению (28). Если 

же яо=0=О, то эти числа не являются корнями уравне
ния (28). Действительно, при х=у+зш мы имеем cosx=0,
slnx=± 1, и потому левая часть уравнения (28) прини
мает значение ±яо#=0. Итак, вопрос о том, являются 
ли числа у + гог корнями уравнения (28), решается не
посредственно.

Будем теперь искать корни уравнения (28), отличные 
от этих чисел, т. е. при х#=у + пп. Для этих значений X
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мы имеем cos х =0=0, и потому обе части уравнения (28) 
можно разделить на cos"x. В результате мы получим 
уравнение

aotgnx + a1tg'I_1x + ... + a„_1tgx + a„ = 0, (29)
которое мы уже умеем решать (см. уравнение (25)). Заме
тим, что при ао=0=О уравнение (29) равносильно 
уравнению (28).

Изучим более подробно однородные уравнения с пока
зателями однородности 1 и 2. При п — 1 имеем уравнение

asinx + òcosx==0.
Если а =0=0, то это уравнение равносильно уравнению 
ûtgx + ô=0, или tgX =—, откуда х=—arctg-^- + лл.

Пример 19. Решить уравнение 2sinx—3cosx=0.
Решение. Данное уравнение равносильно простей-

4 3шему тригонометрическому уравнению tgX=y. 
з

Orne. х = arctg-y + nn.
При п =2 имеем однородное уравнение вида

asin2x + ôsinxcosx + ccos2x = 0. (30)
Если а =0=0, то уравнение (30) равносильно уравнению 

atg2 x + btg х + с =0. (31)
Уравнение (31) подстановкой tgx = í сводится к квад
ратному уравнению

al2 -\-bt + с =0. (32J
Если b2—4ас^0, то уравнение (32) имеет действительные
корни _____

, —Ь+У~Ь2 — 4ас у   —b—У Ь2 — 4ас/і =------------ -----------í2------------- ----------

и, следовательно, уравнение (31) имеет две серии решений: 
X = arctg Д + лп, x = arctg t2 + nn.

Если b2—4ac < 0, то уравнение (31) не имеет решений.
П р и м е р 20. Решить уравнение 2 sin2 х+3 sin х cos х+ 

+cos2x =0.
Решение. Данное уравнение равносильно уравнению 

2tg2x + 3tg хД- 1 =0, которое подстановкой tgx = / сво
дится к квадратному уравнению 2/2 + 3¿+l=0. Корни
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квадратного уравнения: — — 1, Z2 =—у. Отсюда на- . 
ходим две серии решений исходного уравнения.

Отв. х = —у + л/г, х =—arctg-^- +пп.

Приме.р 21. Решить уравнение sin2x + 5sinxcosx+ 
+8cos2x=0.

Решение. Данное уравнение равносильно уравнению 
tg2 X + 5 tg X H- 8 = 0.

Так как соответствующее квадратное уравнение /2+5/+ 
+8=0 не имеет действительных корней, то заданное 
уравнение не имеет решений.

К уравнению вида (28) сводится уравнение 
а„ sin2” X + Ö! siri2"-1 хcosх + ...

... + a2n_1sinxcos2',_1x + a2„cos2"x = ç. 
Для этого достаточно воспользоваться тождеством

q = q (sin2x + cos2x)n.
В частности, уравнение

a sin2 X + b sin X cos x + c cos2 x = d (33)
сводится таким способом к уравнению вида (30). Дей
ствительно, так как d~d (sin2x+cos2x), то уравнение (33) 
равносильно уравнению

(а—d) sin2x + b sinxcosx + (с—d) cos2x =0.
Пример 22. Решить уравнение 2sinxcosx + 

+ 5 cos2 x = 4.
Решение.

4 sin2x—2 sin x cos x—cos2x = 0,
4tg2x—2tgx—1 = 0,

4Z2—2Z —1=0,
, 1+1+5 , _1-K5
*1— 4 » 4— 4

Оте. x=arctg 1~*~4^- + яп, x=—arctg ^~1^+nrc.

Для сведёния уравнения (33) к уравнению (30) мы 
использовали основное тригонометрическое тождество:

sin2 x + cos2 x = 1. (34) .
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Это тождество не только позволяет сводить некоторые 
уравнения к уравнениям вида (28), ио и в некоторых 
случаях дает возможность найти более простые решения 
таких уравнений. Для этой цели используются некоторые 
тождества, получаемые с помощью соотношения (34). Мы 
имеем

1 = (sin2 X + cos2 x)2 = sin4 x + 2 sin2 X cos2 %-f-cos4 X, 
откуда находим

, sin4 x+ cos4 X = 1 —у sin2 2x. (35)
Далее,
sin“ x+cos0 x=(sin2 x+cos2 x) (sin4 x+cos4x—sin2 X cos2 x)= 

= 1—4-sin22x—-i-sin22x.
2 4

Итак, n
sin6 x-j-cos" x = 1—j-sin22x. (36)

Преобразуем теперь сумму sin8 x-p cos8 x, используя 
формулу (35). Мы имеем
sin8 x + cos8 х = (sin4 x + cos4 x)2—2 sin4 x cos4 x =

= 1 — y sin22xy—sin42x =

= 1 — sin2 2x 4- -i- sin4 2x—y sin4 2x.

Отсюда находим
sin8 x 4-cos8 x = cos2 2x4*y sin4 2x. (37)

Формулы (35) — (37) нередко используются при решении 
тригонометрических уравнений.

Пример 23. Решить уравнение

sin4 x + cos4 x = у sin2 2х.

Решение. Можно было бы представить правую часть 
в виде 2 sin2 x cos2 x и затем решить полученное уравнение 
как однородное относительно sinx и COSX (т. е. как 
уравнение вида (28)). Мы приведем другое решение.

Используя формулу (35), преобразуем уравнение к виду 
sin22x= 1, или cos22x = 0. Остается решить уравнение 
cos 2х = 0.

~ л , лпОтѳ. х = +
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Пример 24. Решить уравнение 
sin“ X + cos’ х = -^-.

Решение-. Данное уравнение также может быть сде
лано однородным относительно sinx и cosx: нужно умно
жить правую часть на (sin2x + cosax)3. Но решение 
с помощью формулы (36) проще. В силу формулы (36) 
получаем последовательно:

-^-= 1 —-|-sin22x, sin32x=l, cosa2x = 0.

Оте. х=-4+-2~-
Пример 25. Решить уравнение

sin8 X + cos8 х = cos2 2х.
Решение. И это уравнение легко приводится к виду 

(28), для чего нужно представить правую часть в виде 
(cosax—stnax)2, а затем умножить ее на (cosax + sinax)a. 
Проделав это и произведя упрощения, мы приведем 
данное уравнение к виду 2sin4xcos4x = 0, или sin42x = 0. 
Но еще проще получить это уравнение с помощью фор
мулы (37).

§ 4. Введение вспомогательного угла

В этом параграфе мы рассмотрим решение уравнений 
вида

acosx + bsinx = c. (38)

Наиболее простой способ решения уравнения (38) основан 
на введении вспомогательного угла.

Заметим, что если с = 0, то уравнение (38) является 
однородным (см. § 3).

Пусть с =4= О и, кроме того, а2 -{-¿>2 =И= 0, т. е. по крайней 
мере одно из чисел а, Ь не равно нулю (если одно из
чисел а, b равно нулю, например, а = 0, но Ь=£0, то 
получаем- простейшее тригонометрическое уравнение 
bsinx = c, ИЛИ sinx = -y).
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Разделив обе части уравнения (38) на Уа2-\-Ь2, полу
чаем уравнение

Уа2+Ь2
COS X-

Уа2 + Ь2
sin х--

Уа2 + Ь2 ’
равносильное уравнению (38). 

Так как
f -Ѵ+<—6 Ѵ=і
\.ya2+ha/ \Vfl'2+é2/ ’

то существует такой угол ф, что 
а __ b

ИЛИ

рдаг“5"”’’ 7^=“s,p- (39)

Следовательно, уравнение (38) можно переписать в виде

cos X sin ф 4- sin X cos ф = -7-.-с ,т Y Уа2+Ь2 ’

sin (х + ф) = ■■ 7—с-_—-. (40)
' Т Ѵа2+Ъ2 ' ’

Уравнение (40), а вместе с ним и уравнение (38), разре
шимо в том и только в том случае, если

ÿa2+b2
1, или с2 а2 + Ь2. (41)

Если это условие выполнено, то уравнение (38) имеет сле
дующие решения:

х =— ф + (—1)" arcsin-=с :■■■- +ЯП,
Y 1 ѵ 7 У а2-і-b2

где ф определяется из формул (39).
Если условие (41) не выполнено, т. е.

7=^=|>1, ИЛИ <:’>«.■+6-,

то уравнение (38) не имеет решений.
Приіаер 26. Решить уравнение 3sinx + 4cosx=5. 
Решение. Запишем уравнение в виде -|-sinx+

4 3+ g-cosx=l и введем вспомогательный угол: -д- = созф, 

~= sin ф.
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Так как sin q> > 0, cos<p>0, то в качестве <р можно 
взять угол ф = arcsin у. Получаем уравнение

sin (х + ф) = 1.
4 яОтв. х —— arcsin-g+-2--(-2л;п.

Пример 27. Решить уравнение 2 sin х + 3 cosx= 4. 
Решение. Так как 23 + За < 4а, то данное уравнение

решений не имеет.

§ 5. Метод замены неизвестного

В гл. IX мы рассмотрели метод замены неизвестного 
при решении уравнений (см. стр. 286). Здесь мы отметим 
три наиболее употребительных приема введения нового 
неизвестного при решении тригонометрических урав
нений.

Г. Замена í=sinx + cosx. Пусть дано некоторое 
тригонометрическое уравнение F (х) = 0. Обозначим через 
g(x-) функцию sinx + cosx и введем новое неизвестное 
t =g(x) = s¡n x + cosx. Если нам удастся выразить функ
цию F (х) через Í, т. е. представить ее в виде F (х)~ 
=f(g(x)), то решение уравнения F(x)=0 будет сведено 
к решению уравнения / (/) = 0 (см. теорему 3 на стр. 286). 
Разумеется, не всегда левую часть F (х) удается доста
точно просто выразить через t = sin x + cosx. Мы рас
смотрим один случай, когда это удается просто сделать.

Итак, введем (в некотором тригонометрическом урав
нении) новое неизвестное t = sinx + cosx. Применяя тож
дество (sinx + cosx)a = 1 + sìn 2х, находим sin2x = /a—1.

Ясно поэтому, что если левая часть тригонометриче
ского уравнения F(x) — 0 выражается через sinx + cosx 
и sin2x, т. e. F (х) = ф (sin X + cosx, sin2x), то мы легко 
можем выразить F (х) через t. Итак, если левая часть 
тригонометрического уравнения F (х) = 0 может быть 
выражена через sinx + cosx и sin2x, то целесообразно 
применить замену неизвестного по формулам

sinx + cosx = t,
sin2x = /a—1.

Рассмотрим, например, уравнение вида
a(sinx + cosx)+bsin2x + c = 0 (42)
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и произведем в нем указанную замену неизвестного. 
Тогда уравнение (42) сведется к квадратному уравнению 
относительно і:

at-\-b(t2—1) + с = 0, 
или

bt2 + aí-{-(c—ô) = 0. (43)
Если и /2—корни этого квадратного уравнения, то, 
согласно теореме 3 на стр. 286, уравнение (42) равносильно 
дизъюнкции уравнений

sin X + cosx = Zj, sinx-)-cosx = /a
(которые принадлежат к типу, рассмотренному в преды
дущем параграфе).

Пример 28. Решить уравнение 2 (sinx + cosx)-b 
+ sin 2x-t- 1 = 0.

Решение. Полагая sinx + cosx= t, получаем квад
ратное уравнение . 2/ + (/2—1) 4-1 = 0, или і2 + 2/ = 0. 
Отсюда находим = 0, t2 = — 2, так что данное уравне
ние равносильно дизъюнкции уравнений sinx-)-cosx=0 
и sinx4-cosx =— 2. Первое из этих уравнений равно
сильно уравнению tgx =—1 и имеет решения х= 
= —У + ЯП. Второе уравнение решений не имеет.

Отв. х —— -Y+3VI.
Замечание. Уравнение (42) имеет решения в том 

и только в том случае, когда дискриминант уравнения (43) 
неотрицателен и по крайней мере один из корней урав
нения (43) удовлетворяет условию так как
I sin X + cos X ( = У 2 I sin (х + I V~2.

Аналогично решаются уравнения вида.
a (sin X—cos х) + b sin 2х + с = 0.

Здесь удобно положить / = sinx—COSX (и тогда sin2x= 
= 1— і2).

2°. Замена / = cos2x. При такой замене через / легко 
выражаются sin2x и cos2x:

cos2x 1 cos 2х 1 + /
2 ’2
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Таким образом, если левая часть тригонометрического 
уравнения F (х) = О выражается через cos 2х, sin2 х и cos2 х, 
то целесообразно применить замену неизвестного по фор
мулам

( cos2x = ¿,
sin2x

COS2X

_ 1—Z 
— 2 ’ 
_ 1+'

2 •

(44)

Рассмотрим, например, уравнение
a cos 2х + 2b cos2 х = с. (45)

Эго уравнение приводится к однородному относительно 
sinx и COSX (см. § 3). Однако проще его решить с по- 
мощыб замены cos2x = /. С помощью этой замены урав-

I I tнение (45) сводится к уравнению at-\-2b =с, или
(а + Ь)/ = с—Ь. Иначе говоря, уравнение (45) сводится 
к следующему уравнению относительно cos 2х:

(a-\-b) cos 2х = с—b
(что, впрочем, можно получить непосредственно, заменив

9 l + cos2x\в (45) cos2 X через —g---- I.
Аналогично можно решать уравнения вида 

a cos 2х + 2Ь sin2 х = с.

Пример 29. Решить уравнение
cos 2х + 4 sin4 X = 8 cos® х.

Решение. Применяя замену (44), получаем уравнение 
/ + (1—/)2 = (1+/)3> т. е. і3 + 2Z2 4-4Z = 0, или, наконец, 
t (¿24~2Z 4- 4) — 0. Это уравнение имеет единственный дей
ствительный корень /=0, и потому исходное уравнение 
равносильно уравнению cos2x = 0.

п я . тгОтв. х = т4--2-.

Пр и мер 30. Решить уравнение sin“x4-cosex = -^-.

Решение. Мы уже рассматривали это уравнение 
(см. пример 24). Здесь мы его решим с помощью за
мены (44).
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Применяя эту замену, сведем данное уравнение к сле
дующему:

или, после упрощений, /2 = 0, т. е. cos22% = 0.
Я а ЯДОтв. % = т+—.

Таким же приемом может быть решено и уравнение 
примера 25.

Рассматриваемая в этом пункте замена (44) основана 
на формулах

sin2 X == 1 — cos 2х 
2 cos2 X — 1 + cos 2% 

2 (46)

Иногда бывает удобнее применять непосредственно фор
мулы (46), а не замену (44) (мы это видели при .рас
смотрении уравнения (45)). Так, с помощью формул (46) 
уравнения вида

a sin 2х + 2b sin2 х = с, 
a sin 2х + 2Ь cos2 х = с

приводятся к уравнениям вида A sin 2% + В cos 2% = С, 
изученным в § 4.

Рассмотрим еще несколько примеров, в которых полез
ными оказываются формулы (46).

Пример 31. Решить уравнение
2 cos2 4% + sin 10% = 1.

Решение. Так как 2 cos2 4%— 1 =cos 8%, то уравнение 
можно записать так:

sin 10% +cos 8% = 0, или sin 10% +sin -8%^ = 0. 

Отсюда находим
2 sin ^% + у) cos ^9%—у) = 0.

_ ■ я . я . nkOtïlQ. X == I“ ЯН, % i g- • .

Пример 32. Решить уравнение
sin2 % + cos2 2% = sin2 3% + cos2 4%.

Решение. Используя формулы (46), получаем
1 — cos 2% , 1 + cos 4% _ 1 — cos 6% _j_ 1 + cos 8%

2 ' 2 — 2 "*■ 2 ’ '
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или
eos 4х—cos 2х = cos 8%—cos 6x.

Преобразуя разности косинусов, находим 
2 sin х sin Зх — 2 sin 7х sin х,

sinx (sin 7х—sin3x) = 0, sinx sin 2xcos 5x = 0.

Оте. x = ^-, x = ^ + ^r(& #=5/ + 2).
Формулы (46) можно также использовать при реше

нии уравнений следующего вида:
cos2 ах 4- cos2 bx = cos2 сх 4- cos2 dx, 
sin2 ах 4- sin2 bx = sin2 ex 4- sin2 dx,

если числа a, b, c, d удовлетворяют одному из условий: 
a-\-b = c + d, а—b — c—d.

3°. Замена t = tg у. При такой замене через / не
сложно выражаются sinx. и cosx:

sin X :
„ . X X2 sin -g- cos -g- 2t
. „ X . „ X I » X 14-Iі ’

sill-—+COS-v 14-tg2-s-2
XCOS--7:— sin- 1-tgS

COS X = 2 l-/a

sin1 --(-COS л X 1 4-12 *2T *+tgsT +

Таким образом, мы получаем следующую замену:

V

sin х =

COSX:

2/
1-Н2 ’ 
I—Í2

(47)

1+/2

Замена (47), в частности, может быть применена, если 
рассматривается тригонометрическое уравнение F(x)==0, 
левая часть которого является рациональной функцией

Р
ОТ sinx И COSX, т. е. представляется в виде -Q- , где Р 
и Q—некоторые многочлены от sinx и COSX. При-
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мерами могут служить уравнения
sin2 x+ 2 cos X_  I
3 cos2 х+ sin х 2 ’
sin 5х+cosx _Q

cos З.ї-j- sin 2х

(второе уравнение является рациональным относительно 
sinx и cos X, так как sin5x, cos3x, sin2x—многочлены 
от sinx и cosx). Если к уравнению рассматриваемого 
типа применить замену (47), то, как легко понять, мы 
получим (после упрощения) уравнение вида где
М и N — некоторые многочлены, т. е. получим алгеб
раическое уравнение М (/) = 0 относительно t = tg . 
Следует, однако, отметить, что использование подста
новки tgy = / при решении тригонометрических уравне
ний нередко приводит к трудной задаче нахождения 
корней многочлена. Поэтому эту подстановку, как пра
вило, применяют при решении тригонометрических урав,- 
нений лишь в том случае, когда нет других путей решения. 

Замечание. Формулы (47) теряют смысл, если 

cos у — 0, т. е. если х = л(2/г+1).

Поэтому при решении уравнений с помощью подстановки 
tgy=Z нужно проверить, не являются ли значения
х = л (2/1 + 1) корнями исходного уравнения.

Пример 33. Решить уравнение 

sin х +ctg у = 2.

Решение. Заметим, что значения х = (2л + 1)л не 
являются корнями исходного уравнения и потому можно 
применить замену (47). Тогда уравнение примет вид 
^поскольку ctg у = 4’)

-^ + 4 = 2, 2/а +1+ /2 = 2/3 + 2/,

2Z3 —3/2 + 2/ —1=0,
2(/3 —Z2) —(Z2 — + —1) = 0,

(/ —1)(2/а—/ +1) = 0.
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Так как уравнение 2¿2— /+1=0 не имеет действи
тельных корней, то исходное уравнение сводится к урав
нению /=1, или

откуда
х = у + 2лл.

Отв. х = у + 2лп.
Рассмотрим еще два примера применения метода замены 

неизвестного.
Пример 34. Решить уравнение

sin2* ■■ sinx- Sin X 4 ’

Решение. Положим sinx- ;—t, тогда t2 =

= sin'x- sinzx -2 и данное уравнение можно записать

так: /2 + 2 = / + у, или (¿—у) = 0, откуда t — у . Итак,

получаем sinx- 
1 ± KÌ7

sin X , 2sin2x—sin X—2=0, sinx =

1

КЇ7 -1
■ ntl.Orne. x = (— 1)"+1 arcsin 

Пример 35. Решить уравнение

sin(¥+x) = 2sin(y-т)-

Решение. Положим у—у = /. Тогда у + х =
= я—2 ^у—у^ = я— 2/ и уравнение примет вид

sin (я—2/)=2 sin t, или sin 2Z=2 sin t, 2sinZ(cos/—1)=0. 
Мы пришли к дизъюнкции уравнений sin / = 0, cos/=l. 
Но так как при cos/ = l непременно будет sin/ = 0, то 
достаточно рассмотреть только одно уравнение sinZ = O. 
Итак, t = nn, или у—~~пп.

Отв. х = у(1—5/г).
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§ 6. Метод разложения на множители

Одним из наиболее употребительных методов решения 
тригонометрических уравнений является метод разложе
ния на множители.

Общие вопросы, касающиеся этого метода, рассмотрены 
в гл. IX, § 3, п. 4° (стр. 280—281).

Здесь мы ограничимся решением нескольких простых 
тригонометрических уравнений методом разложения на 
множители.

Пример 36. Решить уравнение
2 sin X cos 2х— 1+2 cos 2х—sin х = 0.

Решение. Вынося общий множитель первого и 
третьего слагаемых, запишем уравнение в таком виде:

2 cos 2% (sinx + 1) — (sinx + 1) =0,
или

(2cos2x—1 ) (sin х-f-1 ) = 0.
Так как левая часть этого уравнения определена при 

всех X, то исходное уравнение распадается на следующие 
два уравнения:

2 cos 2х—1=0, (48)
sin х+1=0 (49)

(или: исходное уравнение равносильно дизъюнкции урав
нений (48) и (49)).

Уравнения (48) и (49) имеют следующие решения:
, п iХ=±у + ІШ, 

х = —У + 2лй.

В этих формулах содержатся все решения исходного 
уравнения.

Пример 37. Решить уравнение 
cos Зх__cos 5х
sin 2х sin 2х '

Решение. Уравнение можно записать так: 
cos Зх — cos 5х п .
-----¿[¡72х-----— + или’ ИСПОЛЬЗУЯ формулу для разности
косинусов, в виде

2 sin 4х sin X_
sin 2х *
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'Задача свелась к нахождению корней уравнений
sin 4х =0, - (50)
sinx = 0. (51)

Исходному уравнению будут удовлетворятъ те корни 
уравнений (50) и (51), для которых sin 2x^0. Но если 
sinx=0, то sin2x--0, и поэтому корни уравнения (51) 
не являются корнями исходного уравнения. Если 
sin4x = 0, то либо cos2x = 0, либо sin2x = 0. Таким об
разом, исходное уравнение равносильно уравнению 
cos 2х = 0.

~ Л , ЯП
Отв. Л'=’4' + "2“-
Пример 38. Решить уравнение

cos3 X + sin3 X = cos 2х.
Решение. Исходное уравнение преобразуется к виду 

(COS X + sin х) (cos2 X — COS X sin X + sin2 x) = COS2 X — sin2 X,
или

(cosx + sinx) [ 1 —cosx sin X—(cosx—sin X)] —0, 
и потому распадается на два уравнения:

cos x + sin x = 0,
1 —(cos x—sin x)—COS X sin X = 0.

Первое уравнение имеет решения х =— -^- + лл. Второе
заменой cosx—sinx = / Гтак что cosx sin x — 1 Ì сво- 

1 _ ¿2
дится к уравнению 1—t----- =0, или t2— 2t + 1=0.
Отсюда находим /=1, или cosx—sinх = 1, т. е. 
cos (x + -^-) = -pL-. Следовательно, х + -^-=±у + 2л/г.

Отв. х =—-^- + л/г, х = 2л/г, х = ‘—у + 2лл.
Методом разложения на множители можно решать

уравнения следующих видов:

1) sin (ах + а) = sin (bx + ß), (52)
2) cos (ах + а) = cos (bx + ß), (53)
3) sin (ax + а) == cos (bx + ß) (54)

при любых значениях a, b, а, ß.
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Рассмотрим, например, уравнение (52). По формуле 
разности синусов это уравнение можно записать в виде 

2 sin cos (я+*Ц+“+Ё = о. (55)

Будем предполагать, что а^=Ь и а=0=—Ь. Тогда из (55) 
находим

(a+Z»)x+a + ß я , ~и „ _л(2л + 1) — (<x + ß) 
2 — х~ а+ь

Аналогично можно найти решение уравнения (53). 
Уравнение (54) сводится к уравнению вида (52), так как

cos (bx + ß) = sin (у—bx — ßj .

Пример 39. Решить уравнение 
cos 3xH-sin5x = 0.

Решение.
cos Зх + cos ( —5х ) = 0,

cos (у—x^cos^4x—-5-^=0,

Зл . 3 • , ппх = — + ті, х = т§л + —.

Иногда, прежде чем применять метод разложения на 
множители, приходится использовать другие преобразо
вания, например преобразование произведения тригоно
метрических функций в сумму.

Пример 40. Решить уравнение
sinxcos5x = sin9xcos3x. (56)

Решение. Преобразуя произведение тригонометри
ческих функций в сумму, запишем уравнение в виде

у (sin6x—sìn4x) =у (sin 12x + sin 6х).

Отсюда получаем
sin 12xH-sin4x = 0,
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Теперь применяем метод разложения на множители: 
2 sin 8% cos 4х — 0.

Нам удалось легко решить уравнение (56) с помощью 
приема, основанного на переходе от произведения три
гонометрических функций к сумме, потому, что после 
преобразования в левой и правой частях уравнения ока
зались одинаковые члены (ysinßx). Этим же способом 

можно решать уравнения вида .
sin ах cos bx = sin ex cos dx, 
sin ах sin bx — cos ex cos dx, 
sin ax sin bx = sin ex sin dx, 
cos ax cos bx = cos ex cos dx,

если, например, выполнено условие а—b —с—d.

§ 7. Оценка левой и правой частей уравнения

Предварительная оценка левой или правой частей 
уравнения иногда помогает решить уравнение или убе
диться в том, что уравнение не имеет решений. Рассмот
рим несколько примеров.

Пример 41. Решить уравнение 
2 sin5 X 4- 3 cos6 X = 5.

Решение. В данном случае достаточно грубой оценки 
левой части уравнения. Так как |sinx|^ 1, | cos х | 1, то

12 sin6 X + 3 cos8 х |<21 sin6х| + 3 cos8 х 5,
причем это неравенство могло бы стать равенством лишь 
в случае, когда sinx=l и |cosх| = 1, что невозможно 
(так как sin2x + cos2x = 1). Следовательно, данное урав
нение не имеет решений.

Пример 42. Доказать, что уравнение sin4x + 
-)- cos6x = a не имеет решений при а> 1.

Доказательство. Здесь грубая оценка |sinх|1, 
I cos х |< 1 не проходит. Воспользуемся неравенствами

sin4 х^ sin2 X, cos0 x^¡ cos 2x.
Сложив эти неравенства, получаем

sin4 X -+- cos8 X sin2 X + cos2 X = 1.
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Итак, sin4xH-cos®x^ 1. Отсюда следует, что исходное 
уравнение при а > 1 не имеет решений.

Пример 43. Решить уравнение
sin 2х + sin 3% + sin 4х = 3.

Решение. Левая часть уравнения может равняться 
трем лишь в том случае, когда одновременно имеют 
место три равенства:

sin2x = l, sin3x = l, sin4x = í.
Но если sin 2х = 1, то х = -^--(- пп и sin Зх —sin ^^ + Злп^

=7¿=1. Следовательно, уравнение не имеет решений.
Пример 44. Решить уравнение

(cos 2х—cos 4х)2 = 4 + cos2 Зх.
Решение. Имеем

|cos2x—cos 4х |^2, (57)
причем в этом неравенстве знак равенства имеет место 
лишь в следующих двух случаях:

а) cos 2х = 1 и cos 4х = —1 ; (58)
б) cos 2х — — 1 и cos 4х = 1. (59)
Из (57) следует, что левая часть уравнения не пре

восходит 4 и равна 4 лишь в случае, когда одновременно 
выполняются либо равенства (58), либо равенства (59).

Для правой части уравнения имеем 4 + cos2 3xì> 4, 
причем равенство здесь имеет место лишь в случае, когда 
cos3x = 0.

Таким образом, исходное уравнение может иметь 
решения в двух случаях (при одновременном выполнении 
трех равенств):

а) cos2x=l, cos4x=—1, "cos3x = 0;
б) cos2x = —1, cos4x = l, cos3x —0.
Рассмотрим первый случай.
Пусть cos2x = l, так что x — nk. Но’тогда cos4x = 

= cos4nÆ=l. Следовательно, в первом случае решений 
нет. Пусть теперь cos2x = -—1; тогда х — п • Эти
значения X удовлетворяют каждому иу уравнений 
cos4x=l, cos3x = 0.

Оте. X = п(ß'-t-y Y.
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Если тригонометрическое уравнение имеет вид
fí(x) + fl(X)+...+fUx) = Q (60)

или приводится к виду (60), то решения уравнения (60), 
если они существуют, могут быть найдены как решения 
системы уравнений

Ш=0, Л(х) = 0, .... /„(%)=0 (61)
с одним неизвестным.

В самом деле, так как функции /ft(x) (Ze = 1, 2, .... /г) 
предполагаются действительными, то при каждом х (из об
ласти определения левой части уравнения (60)) левая часть 
уравнения (60) неотрицательна и принимает значение нуль 
лишь в случае, когда /*(х) = 0 для всех £--=1,2, .... п.

Таким образом, уравнение (60) равносильно системе 
уравнений (61).

Пример 45. Решить уравнение 
sin2 2х +1 = cos2 Зх.

Решение. Уравнение можно записать в виде 
sin2 2х + sin2 Зх = 0.

Отсюда следует, что исходному уравнению будут удов
летворять те и только те значения х, которые являются 
корнями каждого из уравнений sin2x —0, sin3x = 0. 
Уравнение sin2x = 0 имеет две серии решений:

x — nk, х = -^- + яп.

Числа x = nk являются решениями уравнения sin3x = 0, 
а значения х=у + л/і не удовлетворяют уравнению
sin Зх =0.

О те. x = nk.
Пример 46. Решить уравнение

cos2 2х + -і- sin2 4х +1 = sin 4х cos 2х + sin2 х.

Решение. Данное уравнение запишем в виде 

cos2 2х—sin 4х cos 2х + — sin2 4х + cos2 х = 0,
или

fcos2x—-^-sin4x^ +cos2x=0.
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Последнее уравнение равносильно системе 

cos 2х = ~ sin 4х,
cos X = 0.

Уравнение cosx = 0 имеет решения х = у + однако 
эти значения х не удовлетворяют уравнению cos2x = 
=ysin4%. Таким образом, исходное уравнение, не имеет 
решений.

§ 8. Системы тригонометрических уравнений

Мы ограничимся рассмотрением тригонометрических 
систем лишь немногих типов и укажем наиболее употре
бительные методы их решения, основываясь на общей 
теории систем уравнений (см. гл. X).

1°. Системы вида
sin X sin у =а, 
cosxcosy = Ь. (62)

Складывая и вычитая уравнения системы (62), полу
чаем равносильную систему

cos(x—y) = a + b, 
eos (x + í/) = Ь—а. (63)

Система (63), а значит и система (62), имеет решение 
в том и только в том случае, когда выполняются условия

I а + b I 1, |b—а I 1.

Если эти условия выполнены, то
X—у— ± arccos (а + Ь) + 2л£, 
x + ÿ = ± arccos (6-а)+2л/і.

В формулах (64) k и п—любые целые числа, а знаки 
выбираются произвольно. Таким образом, формулы (64) 
определяют в общем случае четыре серии решений. 
Полагая

arccos(a + b) = a, arccos (b—a) = ß,
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получаем из (64)

{X—у =a-{-2nk, 
х + у — $-\-2пп,

(х—у — — a-\-2nk, 
l/ + i/ = ß + 2nn, 
í X—у = a-\-2nk,
1х H- У == — ß + 2лл,

{X—у = — а 2nk, 
х+у = — ß-f-2jt«,

откуда находим четыре серии решений:
J х = тт (а + ß) + я (& + п), 

{y=y(ß—а) + я(/і—k),

( * = y(ß—а) + я(Л+п),

( У = у (а + ß)+ л («—Æ). 

j х=у(а—ß) + л (é+ л),

= — у (a + ß) + Jx(n — k),

J X = — ÿ (а + ß) + л (¿ + n),

{i/ = 4(a~ß) + n(n—

Аналогично можно получить решение системы вида 
sin х cos г/= а, 
cos X sin y = b.

Пример 47. Решить систему уравнений
( ■ 1 

SinXCOSÿ=—-g-,

1COS X sin y — -%.

P e in e н и e. Система-
í sin X COS у COS X sin у — sin (х 4- у) = О, 
\cos-x sin-¿f—sinxcosy =sm¡(y^—х-)'= і

(65)
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равносильна исходной системе. Отсюда получаем 
х + у = лп, 
у—X = у + 2л&.

Отв. х = л (-J—fe—т) ’ У ^Цт + ^ + т)- 

Замечание. Следует обратить внимание читателей
на одну типичную ошибку, которую часто допускают

ZI
z

z
z

)
/

/f
Z

—?
Z 0

—1
/

--- і
/

У
—і
/f

Z
—>
Z

Рис. 112.

учащиеся (и поступающие в вузы) при решении тригоно
метрических систем. Рассмотрим для простоты изложения 
систему уравнений

sin лх = 0, 
sin лу = 0. (66)

Очень часто записывают решение в таком виде:

х = п, у = п, где л = 0, ±1, ±2, ... (67)

Легко понять, что в формулах (67) содержатся не все 
решения системы (66).
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Для большей наглядности каждой паре, чисел (х0; уа), 
образующей решение системы (66), поставим в соответ
ствие точку М (х„; í/0) плоскости хОу. Тогда в формулах 
(67) содержатся лишь такие решения системы (66), кото
рым соответствуют точки (0, 0), (1, 1), (—1, —1) и т. д., 
т. е. точки с целыми координатами, лежащие на прямой 
у = х (рис. 112). Однако исходной системе удовлетворяют 
всевозможные пары целых чисел, которые соответ
ствуют точкам пересечения координатных линий х = 0, 
х=1, х=-^1, ... и г/ = о, г/=1, у = —1, ...

Таким образом, решение системы (66) следует запи
сывать так:
х = п, у =k, где п = 0, ±1, ±2, .... k = 0, ±1, ±2, ...,
т. е. п и k «пробегают» (независимо друг от друга) все 
целые значения.

Системы вида
Í sin X sin у — а,
\ tgxtgy = &, aö=#0, (68)

а также системы вида
sin xsin у =а, 
ctg X ctg у = b, ab=£Q,

сводятся к системам вида (62). Например, система (68), 
в силу условия аЬ=#0, равносильна системе

( sin xsin у =а, 
і cos X cos У = у, ab 0.

К системам вида (65) сводятся системы 
sin X cos у = а, 
tgxctgy=Z>, <zb#=O.

2°. Системы вида
sin х-j-sin у = а, 

sin2 х +sin2 у —b (69)

сводятся заменой неизвестных u=-sinx, 
браической системе

I и + ѵ — а, 
\ц’-|-ѵ8=&.

и = sin у к алге-

(70)
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Система (70) равносильна системе
U + Ü = ß,

I uv--

н имеет решения (Zß Z2), (Z2; ZJ, где
а + У 2Ь — а2 . а — У 2Ь -h=' t, (71)

Так как « = sinx, ѵ — sin і/, то система (69) имеет реше
ния в том и только в том случае, если выполняются ус
ловия:

а) ь>2-;
б) К|^1, |Z2|<1.
Если эти условия выполнены, то решению (Zf, Z2) си

стемы (70) соответствуют уравнения sinx = Z1, sin// = Z2, 
откуда

х = (—1)" arcsin Zi + ял, 1 
у—(—l)ft arcsin Z2 + nÄ, J

где Zj и Z2 определяются формулами (71).
Аналогично, решению (Z2; ZJ системы (70) соответст

вует следующая серия решений исходной системы (69):

X == (—1)" arcsin Zj + я/г, Ì 
у — (—1)А arcsin Zj nk J

(если ZX = Z2 и I ZJíC 1, т. e. a2 = 2b и |a|^2, то серии 
решений (72) и (73) совпадают).

К системам вида (69) сводятся системы

sinx + sinz/ = a, 
cos2 x + cos2 у — b.

Действительно, если во втором уравнении заменить 
cos2x и cos2 у соответственно на 1 — sin2x и 1 — sin2 у,’то 
получим равносильную систему

sin X + sin # = а, 
sin2 х +sin2//= 2—b.
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Аналогично можно получить решения следующих си
стем:

cosx + cosy = a, I cosx+cosy=a, 
cos2x-)-cos2í/ = (?, ( sin2 x + sin2 y — b.

Еще проще найти решения систем вида 
sin X + sin г/= а, 

sin2*—sin2i/ = ô
и других подобных систем. Действительно, если а=7^0, 
то эта система равносильна системе

( sin * +sin у = а, 
ьstn*—sint/= — ,

из которой легко найти sin* и sint/.
3°. Системы вида

( sin*4-sinу = а,

Используя формулу для суммы синусов, запишем пер
вое уравнение системы (74) в виде

2 sin —у2 cos -у2 — а.

Так как *4-t/^a, то исходная система равносильна 
системе

t о . a X—у2 sin у cos—J2 = а,
* + t/ = a.

(75)

Рассмотрим два возможных случая: 

а) sin у = 0 (т. е. а=2л/л).

Тогда у = 2тп—х (т — некоторое целое число), и из 
первого уравнения системы (74) получаем

sin*—sinx = a, т. e. tz = O.

Итак, если sin у = 0, то система разрешима лишь при 
й = 0 и сводится к одному уравнению * + «/ = «.
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(76)

б) sin-j =0=0.
Тогда система (75) равносильна системе 

а( х—у COS— л • а 2sln-2

Положим
2 sin •

Х+у=а.

= Ь. Если выполнено условие

(77)
то из (76) получим

I х—у — ±2arccos5 + 4шг,
1 х + і/ = а,

х — -^ ± arccos b +2зш,

У = -^ Т arccos b —2пп.

Если условие (77) не выполняется, т. е. |6|> 1, то 
система (74) решений не имеет.

Аналогично решаются системы вида
|sinx—sin у = a, J cos х ± cos г/= а,
і х±у = а, 1 х + у = а.

Пример 48. Решить систему уравнений 

' sin2X + COS2i/ =у ,

x + z/ = 4 *

Решение. Система равносильна каждой из следую
щих систем:

/1 — cos 2х , 1 cos 2у 1
—2 ' 2 — 2 ’ 'cos 2у—cos2x =—1,

х + У = -г,
1 JLХ+У = ^~,

2 sin (х + у) sin (х—у) = —1, I sin(x—у)
I Н

Х + У=-4 Iх+у = -г.
V 2
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Отсюда находим

и потому

4°. Системы вида
I ûj sin X-)-• ój sin Z/ = ct, 
\ Oa COS X + b2 cos y '= c.v (78)

Заметим сначала, что система легко решается, если 
какое-либо из чисел alt blt aìt b2 равно нулю. Пусть, 
например, at=0. Тогда из первого уравнения находим

sin^=5?>
а затем из второго определяем cosx.

Пусть теперь fljôiû.ôa =/= 0. Систему (78) естественно
решать методом исключения одного из неизвестных, на
пример X. С этой целью заменим систему (78) следующей 
равносильной системой:

I (79)

Возводя уравнения системы (79) в квадрат и складывая, 
получаем уравнение вида

Уравнение (80) подстановкой tg-|- = / сводится к урав
нению вида

айі* + а^3 + а8/2 + а3і + а4 =0.
Таким образом, в общем случае нахождение решений 

системы (78), несмотря на кажущуюся простоту этой 
системы, является весьма трудной задачей.

Если же одно из чисел сг, сг равно нулю, то в урав
нении (80) либо с—0, либо ¿ = 0, и, следовательно, 
уравнение (80) сводится к квадратному относительно 
sin у или cos у.
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Находя sin у (или cosí/) и подставляя найденное зна
чение в систему (79), мы определим из этой системы sinx 
ИЛИ COS X.

Заметим, что уравнение (80) вместе с одним из урав
нений системы (79) образуют систему, являющуюся след
ствием исходной системы. Поэтому возможно появление 
посторонних корней, которые выявляются проверкой 
(подстановкой в исходную систему (78)). ,

Пример 49. Решить систему уравнений

{sin¿/ = 5sinx, (81)
3cosx + cosz/ = 2. __ (82)

Решение. Исключим из системы у. С этой целью 
второе уравнение запишем в виде

cosz/ = 2— 3cosx, (83)
а затем, возведя уравнения (81) и (83)в квадрат и скла
дывая, получаем

l=25sin2x + 4—12cosx + 9cos2x,
16cos2x+12cosx—28 = 0, (84)

7
откуда cosx=l, х = 2яп; cosx = —(неткорней).Из (82)
находим cosy —— I, z/ = (2£-j-1) я. Итак, система (82), 
(84), являющаяся следствием исходной системы, имеет 
следующие решения:

х = 2ял, // = л(2£+1).
Эти решения удовлетворяют и исходной системе (81), (82).

Отв. х = 2ял, у — п (2Ä+ 1).

Задачи к главе XI 

Решите уравнения (11.1—11.30):
11.1. 2sinx + 3cosx = 0. 11.2. sin22x = -^-.

11.3. sin2Зх = cos2Зх. 11.4. siny + cosx = l.

11.5. 2cosy= 1+COSX. 11.6. 2sin22x = 3cos2x.
11.7. ^=0. 11.8. ^ = 0.

Sin X cos 3x
11.9. 2sin + =3sin (x—y).
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11.10. sin + 4-COS ^X + y^ + COSX= 1.

11.11. sin 2x4-cos 5x = 0. 11.12. cos2x—sinx + 2 = 0.
11.13. 3sin6x4-4cos°x = 7.
11.14. 8cos’5x—3sinx + 4 = 0.
11.15. 2 sinx—sin5x = 0. 11.16. sin 2x sin 3x4-cos5x=0.
11.17. cosx = cos 3xcos2x.
11.18. sin2x4-2sin22xcos2x= 1.
11.19. sin2 % +sin2 2% + sin2 3x = 0.
11.20. 3sinx—4cosx = 5.
11.21. 2 sin 7%+ 1/ 3cos3x + sin3x = 0.
11.22. 3 sinx + 4cosx +5 sin 3x = 0.
11.23. cos52x + 2sin2x= 1.
11.24. 2 sin2x + -|-cos32x = 1.
11.25. 1—sin lOx =2sin218x.
11.26. 2 cos2 3x + sin 5x = 1.
11.27. (sin 7x + cos 7x)2 = 2 sin2 11 x.
11.28. tgx = 9tg3|.
11.29. sin 2x—5 sin x +5 cosx + 5 = 0.
11.30. sinxcosx = 6(sinx—cosx— 1).
11.31. Найдите наименьший положительный корень 

уравнения secx = 10sinx—8cosx.
Решите уравнения (11.32 — 11.52):
11.32.
11.33.

11.34.
11.35.
11.36
11.37
11.38
11.39
11.40
11.41
11.42
11.43
11.44
11.45
11.46
11.47

cos24x—4 cos2 2х + 2 =0.
З 3 cos 2x4-3 sin 2x . 1

у 3 COS X 4- sin X cos x
sin x4-cosx = У 2sin7x.
sin x 4- sin 2x'4~sin 3x = 0.
sinx—sin 3x = sin 4x—sin 2x. 
sin8 x cos x + cos8 x sin x = sin 2x. 
sin’x COS3 X—cos7 xsin3 X = cos 2x. 
sin8 x—cos8 x—cos 2x = 0. 
sin 4x = 6 cos2 2x—4.
(sin 3x 4- sin 5x)2 = (cos 3x 4- cos 5x)2.
cos2 x 4- cos2 2x 4- cos2 Зх = у.

cos 7x4-sin2 2x = cos2 2x—cosx. 
cos2 x 4- cos2 2x = cos2 3x 4- cos2 4x. 
cos2 2x 4- cos2 3x 4- cos2 4x + cos2 5x = 2. 
sin2 x 4- sin2 2x = sin2 3x 4- sin2 4x.
2 sin2 2x—4 cos 4x = sin 4x.
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11.48. sin2xcos4x = sin 6xcos8x.
11.49. cos7xcos 13x = cosxcos 19х.
11.50. sin % sin 5x = sin 2xsin 4x.
11.51. cosxcos3x —y.

11.52. sinxsin3x = y.

, 11.53. Докажите, что уравнение sin5xsin7x=l не 
имеет решений.

11.54. Докажите, что если a/ß есть число иррацио
нальное, то уравнение sinaxsinßx = 1 не имеет решений.

Решите уравнения (11.55—11.112):
11.55.
11.56.
11.57.
11.58.
11.59.

11.60.

11.61.

11.62.
11.63.
11.64.
11.65.
11.66.
11.67.
11.68.

11.69.
11.70.
11.71.
11.72.
11.73.
11.74.
11.75.

11.77.
11.78.

2 (sin 2х + cos 2х) = tg х + ctg x.
(1 + ctg х) sin2x = sinx + cosx.
(1 — ctgx)(l + sin 2x)= 1 + ctgx.
sin3 x ( 1 + ctg x) + COS3 x ( 1 + tg x) = cos 2x.
3 • = 2 cos2 x— і.1—tgx
tg(x—y) = l— sin2x.

sin ^X + y) = (1 — sin X cos x).

sin X + COS X = ;--- Г-75- .1 1 —sin2x
tg2x + cos4x = 0.
tg2 x + 8 cos 2x ctg 2x = ctg2 x. 
tgX + ctgX = sin (x + y). 

ctgx—2 cos 2x= 1. 
sin3x + cos3x + sin (x + y) =0. 
cos 2x = COS3 X—sin3 X.
(tgX)’in*X 2 ’fnJC+2==1, 
cos x (tg x + tg 3x) = 4 sin 3x sin 4x. 
tg 3x—tg 2x—tgx = 0.
2 + ctg 4x = ctg 2x.
3tg3x—ctg2x = 4tgx. 
ctg x + ctg 3x = tg 2x. 
tgx—ctg3x + ctg4x = 0. 11.76.
sin2x—cos 2х = 2КЇЇ cos2 (x—y) + j/~3—j/2. 

sin x + sin 2x + sin 3x + sin 4x + sin 5x = 0.

° 1—sin8x
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11.79. sin x + sin 2x 4- sin 3x = 1 + cosx + cos 2x.
11.80. sin 3x4- 1 = cos 2x 4-sin x.
11.81. 2sin3x4-2sin2x-)-sinx = 0.
11.82. sin 3x4-sin3 x = sin 2x.
11.83. sin4x—sin3x—2sin2x + 3sinx = 0.
11.84. sin3 x 4-sin4 x = cos3 x 4-cos4 x.
11.85. у (sin4 x + cos4 x) = sin2 x cos2 x + sin x cos x.
11.86. 4COSX — 2cos2x—cos4x=l.
11.87. 24-4cos 4x = tgx4-ctgx.
11.88. 2 + cos 4x = 5 cos 2x4-8 sin0 x.
11.89. 4 + cos 2x4-3 cos 4x — 8 cos’x.
11.90. 35 + 3 cos 4x— 12 sin2 2x—32 cos2 x = 32 sin0 x.
11.91. sin6x + cosex = sih2x.
11.92. sin’ x cos x—cos9 x sin x = sin 4x.
11.93. tg3x=-tgxtg^y + x).
П 94 1+tgx+ctgx_________ctgx_________= j

sec2 x 4-tgx cosec2x4-tg2x—ctg2x
11.95. tgx — tg 3x +tgx tg 2x tg 3x = Ò.
11.96. 4 tg 4'x—4 tg 3x—tg 2x = tg 2x tg 3x tg 4x.
11.97. tgx = tg2(x—y^tg2(x + ^-J + 2ctgx—2ctg2x

■ 31 X+ T11.98. tg x = tg2 ( x
sin25;c cos25x

tg 

8 cos 2x.

+ ctgx —2 tg 2x.

11.99.
11.100. 
11.101. 
11.102.
11.103.
11.104.

11.105.
11.106.
11.107
11.108.
11.109.

11.110.

11.111.

sin2 x cos2 x
sin X + sin2 X + sin3 X = cos X + COS2 X + COS3 X.
1 + 2cosx (1 ¿-sin 2x) = sin 2x—cos 2x.
4 sin X COS2 X = cosec X — sin X— COS X.
5 cos 3x + 3 cos x = 3 sin 4x. 
sin3x + cos3x + -77Lr sin 2xsin ^x + -y) =

= cos x 4-sin 3x.
И 2

sin 2x4-sin 6x = sin 4X + COS 4x-(-2sin2x.
2 cos2 Çx—4-cos4x-f- sin 6x = cos 2x-j-sin4x.
sin x +sin 2x+ 2 sin xsin 2x = 2 cos x 4- cos 2x. 
2sinx+3cosx+2cosxsin2x = 2-bcos2x+3sin 2x.

11 = ctgx-tg 2x- sinx --о- 1 sin5x’ 

ctg 2x + 3 tg 3x = 2 tg x sin4x"

14-sin2x+2И2cos3xsin +
= 2 sin x + 2 cos 3x 4- cos 2x.
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I
. 11.112. sin 4x ^2 + ctgx + ctg —x^j =

= 2 j/2 ( 1 + sin 2% + cos 2x).
11.113. Определите, при каких значениях а уравнение 

(a2 + 2) sin2 x + 4a sin x cos x = a2 + 3
имеет решения. Найдите эти решения.

11.114. Определите, при каких значениях а уравнение
cos’ í + 6 sin t = 4a2—2

"имеет решения. Найдите эти решения.
11.115. Определите все значения В, при которых 

уравнение
sin 2х—2В ]/~2 (sin x + cos x) + 1 —6ß2= О

имеет решения. Найдите эти решения.
11.116. При каких значениях В уравнение

sin 2х + 2В K2(sinx—cosx)+ 1—4ß = 0
имеет решения? Найдите эти решения.

■ 11.117. При каких значениях а уравнение
sin4x + cos4x = a

имеет решения? Найдите эти решения.
11.118. При каких значениях В уравнение 

cos2 x cos 2х + В (cos4 х—sin4 х) = (2В + I)2
имеет решения? Найдите эти решения.

11.119. Определите, при каких значениях a уравнение
2a (sin4 x—cos4 x) = 1 + cos2 2x

разрешимо, и решите это уравнение.
11.120. Покажите, что если а, Ь, с действительны и 

а\+Ь2=£0, то по крайней мере одно из двух уравнений
asinx+àcosx+c=0, 
atgx + b ctg x + 2с = 0

имеет решения.
11.121. Решите уравнение

tg(x+a)tg(x + 2a) tg(x + 3a) = 1.
Сколько решений имеет это уравнение в зависимости 
от а?
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Решите уравнения (11.122—11.133):

1
11.122. sin2x + ctgx = 2.
11.123. cosa 2х 4- --Á ». = cos2x- ■4.cos2 2x

n 
T

cos2x
11.124. sin3^x + yj = j/2sinx. 11.125. cos x — cos2— x.

11.126. sin(^+i) = 3sin(^-i).

11.127. cos =• cos -=- cos = -s-.
О О О о

11.128. sin3xsin3x + cos3xcos3x=ÿ.

11.129. sin^y—x) sin fy—2x) sin^y—3x) +

+ sin (y+x) sin^y+ 2x) sin (y + 3x) = 0.

11.130. 2tg6x + 4tg 12x + 8ctg24x + tg3x —tg2x.
11.131. cos2 3x + у cos2 x = cos 3x cos4 X.
11.132. sin2 4x + cos2 x = 2 sin 4x cos4 x.
11.133. sin5 x + cos6x + 3 sin (x + -J ) = 0.
11.134. Решите уравнение

sin2” x + cos2" x — 1
(m, n — натуральные числа, хотя бы одно из которых 
больше единицы).

11.135. Решите уравнение

1sin2п + 1 : COS'2л+i
COS2” + 1 X

(m, n—целые положительные).
Решите системы уравнений (11.136—11.143):

sin 2Я1 + 1 j

11.136.

, ■ 1 sin X COS y = y
1Sin y COS X = Y

11.138. <
' 4 sinxsin y = 3, 
, igxtg9 = 3.

11.139. ( 4 cos x cos 9=1

11.137.
sinxsin у — ^—

Ÿ cosxcos// = У 3
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11.142.
COS X + COS у = .

11.141.
COSX + COSV = y , 

7
sin2x+sin2z/=-^-.

11.144. Решите систему уравнений

í x + y = a,
\ sinXcosy = a.

При каких условиях система имеет решения? .
11.145. Решите систему уравнений

tgx + ctg z/ = a, 
ctgx + tgz/ = 2.

При каких а задача имеет решения?
11.146. Решите систему уравнений

J cos2 X + cos2 у — а,
1 х+у=а.

Найдите условие разрешимости системы.
11.147. Найдите все значения а, при которых система 

уравнений
sin 2xcosz/ = a2 + 1, 
cos 2х sin у = 5а

имеет решения, и решите эту систему.
Решите системы уравнений (11.148—11.166):

11.148.

11.150.

11.149.

cos2 у + 3 sin X sin у — 0,
21cos2x—cos2z/= 10. 

cos (х—у) — 2 cos (х + у), 
4 cos X cos у = 3.

4 cos х cos-г/= 1.
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11.151.

11.152.

11.153.

11.155.

11.156.

11.157.

11.158.

11.159.

11.160.

11.161.

11.162.

11.163.

11.164.

11.165.

11.166.

í tgxtg#=l,
Ì 2 sin x eos y + 2ctg X tg y — 1.
I sinx + sin í/= sin3 X + sin3 í/,
\ sin2 X + sin2 y = sin4 X + sin4 y.

cos X 3
I sin2x = sin#, sin(x+i/)~Y’
\ , 11.154. сочи 3I cos4 X = eos y. ___ ".. = -iV J \sin(x+y) 4'
í cos X + 3 sin X — 2 eos y,
( eos y + 3 sin y = 2 cos X.
f ctg A'-¡-sin 2y = sin 2x,
\ 2 sin y sin (x + y) = eos X.
í 4 tg 3x= 3 tg 2#,
\ 2 sin X eos (x—y) = sin y.
( 4cosxtg#—2cos2x—sec2#= 1,

V (t *&* + ct^) (2 sinx + = L
f eos2 y + cos x sin 2y — 1,
1 (tg x + ctg y) (2 sin x — tg y) + eos 2x = 0.

sinx + acos # = y=- (1 +a).

I cósx + asin# = y=-(l +a).

I a eos (2x + y) = eos y,
( a eos (x + 2#) = eos x, где a > 1.
( 4 sin (3x + 2y) + sin x = 0,
\ 4 sin (2x + 3í/) + sin y = 0.
í 3 eos2 x + 4 sin (x + y) + 3 eos2 y = — 1,
( sin x-j-sin y+ 2 (eos x +eos y) = 1.
J 4sin2x—3sin(x + #) + 4sin2y = 1, .
( 3(sinx-4-siny)—cosx—cos# = 2.
( cos x eos 2y + sin y eos 2x -)- 2 eos x = 1,
( eos 2x -j- 3 eos 2y + 8 sin y — 8 + 4 sin x eos y. 
í sin x eos 2# + sini/ eos 2x + sin y= 1,
( 2 eos 2x +8 cosx eos #-(-7 — 4 sin#.



ГЛАВА XII

ЗАДАЧИ ПО ПЛАНИМЕТРИИ

§ 1. Прямоугольный треугольник

12.1. Сумма катетов прямоугольного треугольника 
равна I, а высота, опущенная из вершины прямого угла, 
равна h. Найти площадь этого треугольника.

12.2. Высота прямоугольного треугольника, опущенная 
из вершины прямого угла, равна /і, разность между проек
циями катетов на гипотенузу также равна h. Найти гипо
тенузу этого треугольника.

12.3. Высота прямоугольного треугольника, опущенная 
из вершины прямого угла, равна h, разность между проек
циями катетов на гипотенузу равна і. Найти площадь 
этого треугольника.

12.4. В прямоугольном треугольнике ЛВС из вершины 
прямого угла С опущена высота CD. Проекция отрезка BD 
на катет ВС равна I, а проекция отрезка AD на катет АС 
равна т. Найти длину гипотенузы АВ.

12.5. Катеты прямоугольного треугольника равны Ьис. 
Найти длину биссектрисы прямого угла этого треуголь
ника.

12.6. Один из катетов прямоугольного треугольника 
равен Ь, а радиус описанной около этого треугольника 
окружности равен R. Найти длину биссектрисы угла, 
заключенного между данным катетом и гипотенузой.

12.7. В прямоугольном треугольнике гипотенуза

Найти катеты этого треугольника.
12.8. В прямоугольном треугольнике известны отрезки 

а и Ь, на которые точка касания вписанного в треуголь
ник круга делит гипотенузу. Найти площадь этого тре
угольника.

12.9. Доказать, что в прямоугольном треугольнике 
сумма катетов равна сумме диаметров вписанной и опи
санной окружностей.

13 В. г. Болтянский и др. 385



12.10. Из вершины прямого угла С прямоугольного 
треугольника АВС опущена высота CD. Доказать, что 
длина CD равна сумме радиусов окружностей, вписан
ных в треугольники ABC, ACD и BCD.

12.11. В прямоугольном треугольнике АВС из вер
шины прямого угла С проведена высота CD. Известно, 
что радиусы окружностей, вписанных в треугольники 
ACD и BCD, равны риг. Найти радиуо окружности, 
вписанной в треугольник АВС.

12.12. Центр окружности, вписанной в прямоугольный 
треугольник, находится на расстоянии ]/~5 см и /Тб см 
от концов гипотенузы. Найти катеты этого треуголь
ника.

12.13. Найти острые углы прямоугольного треуголь
ника, если известно, что отношение радиуса описанной 
около этого треугольника окружности к радиусу вписан
ной в него окружности равно 1 Н-КЗ.

12.14. Найти катеты прямоугольного треугольника, 
если известно, что радиус описанной около этого тре
угольника окружности равен R, а радиус вписанной в него 
окружности равен г.

12.15. В прямоугольном треугольнике один из острых 
углов равен а, гипотенуза равна с. Найти расстояние 
между центрами вписанной и описанной окружностей.

12.16. В прямоугольном треугольнике высота, опу
щенная из вершины прямого угла, равна h, а проекция 
одного из катетов на гипотенузу равна I. Найти радиус 
окружности, касающейся катетов, если центр этой окруж
ности лежит на гипотенузе.

12.17. В прямоугольном треугольнике АВС гипотенуза 
АВ = с, /_А = а. Найти радиус окружности, касающейся 
катета АС, гипотенузы ЛВ и окружности, описанной около 
треугольника АВС.

12.18. Прямоугольный треугольник с острым углом а 
расположен внутри окружности радиуса R так, что гипо
тенуза треугольника является хордой окружности, а 
вершина прямого угла треугольника лежит на диаметре, 
параллельном гипотенузе. Найти площадь этого треуголь
ника.

12.19. Острый угол прямоугольного треугольника 
равен а, .а радиус окружности, касающейся гипотенузы 
и продолжений двух катетов, равен R. Найти гипотенузу 
этого треугольника.
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12.20. Площадь прямоугольного треугольника равна
у г2, где г — радиус окружности, касающейся одного
катета и продолжений другого катета и гипотенузы. 
Найти стороны этого треугольника.

12.21. В острые углы прямоугольного треугольника 
вписаны два равных касающихся друг друга круга. Сумма 
площадей этих кругов равна площади круга, вписанного 
в треугольник. Найти острые углы этого треугольника.

12.22. На сторонах прямоугольного треугольника 
с катетами а и b построены квадраты, лежащие вне тре
угольника. Найти площадь треугольника с вершинами 
в центрах квадратов.

12.23. Катеты прямоугольного треугольника равны 6 см 
и 8 см. На всех его сторонах.как на диаметрах построены 
полуокружности, лежащие вне треугольника. Найти 
радиус окружности, касающейся построенных полуокруж
ностей.

12.24. В прямоугольном треугольнике АВС катет 
АВ — З.см, катет АС = 6 см. Центры окружностей радиу
сов 1 см, 2 см и 3 см находятся соответственно в точках 
А, В и С. Найти радиус окружности, касающейся каж
дой из трех данных окружностей внешним образом.

§ 2. Правильный треугольник
12.25. На стороне ВС правильного треугольника АВС 

расположена точка £); угол CAD равен а. Найти отно
шение площади треугольника ACD к площади треуголь
ника АВС.

12.26. В правильном треугольнике ЛВС со стороной а 
проведена средняя линия MN параллельно АС. Через 
точку А и середину MN проведена прямая до пересече
ния с ВС в точке D. Найти длину AD.

12.27. В правильном треугольнике АВС сторона равна 
а. На стороне ВС лежит точка D, а на стороне АВ — 
точка Е так, что 3BD = a, AE = DE. Найти длину CE.

12.28. Все вершины правильного треугольника лежат 
на сторонах прямоугольного треугольника. Одна из сто
рон правильного' треугольника параллельна гипотенузе, 
и длина ее в три раза меньше длины гипотенузы. Найти 
углы прямоугольного треугольника.

12.29. Диаметр окружности радиуса г является осно
ванием правильного треугольника. Найти площадь той 
части треугольника, которая лежит вне круга.
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12.30. На высоте правильного треугольника, длина 
стороны которого равна Ь, как на диаметре построена 
окружность. Найти площадь- той части треугольника, 
которая лежит внутри окружности.

12.31. Вершины правильного треугольника располо
жены на трех параллельных прямых. Расстояния от 
средней прямой до двух крайних равны а и Ь. Найти 
сторону треугольника.

12.32. Даны две концентрические окружности радиу
сов г и R, причем г < R. Определить сторону правиль
ного треугольника, у которого одна вершина лежит на 
окружности радиуса г, а две другие—на окружности 
радиуса /?.

12.33. Окружности радиусов г и R касаются друг 
друга внутренним образом. Найти сторону правильного 
треугольника, у которого одна вершина находится в точке 
касания данных окружностей, а две другие лежат на 
разных данных окружностях.

§ 3. Равнобедренный треугольник

12.34. В равнобедренном треугольнике АВС боковая 
сторона равна Ь, а угол между боковыми сторонами АВ 
и АС равен а. Через вершину В и центр окружности, 
описанной около треугольника АВС, проведена прямая 
до пересечения со стороной АС в точке D. Найти длину BD.

12.35. Определить площадь равнобедренного треуголь
ника, если длина его основания равна Ь, а высота, опу
щенная на боковую сторону, равна h.

12.36. В равнобедренном треугольнике боковая сто
рона равна 20 см, а основание равно 24 см. Найти рас
стояние между точкой пересечения медиан и точкой 
пересечения биссектрис этого треугольника.

12.37. В равнобедренном треугольнике высота, опу
щенная на основание, равна h, а радиус вписанной 
окружности равен г. Найти радиус окружности, описан
ной около этого треугольника.

12.38. В равнобедренном треугольнике угол при осно
вании равен а, а разность между радиусами описанной 
окружности и вписанной окружности равна Ь. Найти 
длину основания этого треугольника.

12.39. В равнобедренном треугольнике АВС угол 
между боковыми сторонами АВ и ВС равен а, где
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а< . На продолжении высоты BD расположена точка М
так, что прямая MC касается окружности, описанной 
около треугольника АВС. Найти отношение площади 
треугольника CDM к площади треугольника' АВС.

12.40. Равнобедренный треугольник рассечен биссек
трисой угла при основании на два треугольника; площадь

72первого из них (прилежащего к основанию) равна д смг,

площадь второго—jj см2. Определить стороны равнобед
ренного треугольника.

12.41. В равнобедренном треугольнике длина боковой 
стороны равна а, длина основания равна Ь. Вписанная 
в этот треугольник окружность касается его сторон 
в точках М, N и К- Определить площадь треугольника 
MNK.

12.42. В равнобедренном треугольнике АВС угол при 
основании АС равен а. Окружность, вписанная в этот 
треугольник, касается его сторон в точках М, N и К- 
Найти отношение площади треугольника MNK к пло
щади треугольника АВС.

12.43. В равнобедренном треугольнике АВС, у кото
рого АВ —ВС и угол В равен у , опущен перпендикуляр
AD на сторону ВС. В треугольники ABD и ACD впи
саны полукруги так, что их диаметры лежат соответ
ственно на BD и AD. Определить отношение площадей 
построенных полукругов.

12.44. На основании АС равнобедренного треуголь
ника АВС расположена точка D так, что AD —a, CD = b. 
Окружности, вписанные в треугольники ABD и BCD, 
касаются прямой BD соответственно в точках М и N. 
Найти длину MN.

12.45. В равнобедренном треугольнике АВС парал
лельно основанию АС проведена средняя линия MN. 
Радиус окружности, описанной около трапеции ACMN, 
в раз больше радиуса окружности, описанной около
треугольника АВС. Найти углы треугольника АВС.

12.46. Угол при основании равнобедренного треуголь
ника равен 2 arcctg 2. Внутри треугольника расположены 
три окружности так, что каждая из них касается двух 
других окружностей и двух сторон треугольника. Найти 
отношение радиусов этих окружностей.
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12.47. В равнобедренном треугольнике с углом 120° 
радиус вписанной окружности равен /?. Внутри треуголь
ника лежат два равных касающихся друг друга круга, 
каждый из которых касается одной боковой стороны 
треугольника и вписанной в треугольник окружности. 
Определить радиусы этих кругов.

12.48. Определить углы равнобедренного треугольника, 
зная, что точка пересечения его высот лежит на вписан
ной окружности.

12.49. На боковых сторонах АВ и ВС равнобедрен
ного треугольника АВС расположены соответственно 
точки М. и N так, что ’BÑ==n- Прямая MN
пересекает высоту BD в точке О. Найти отношение ^2.

§ 4. Произвольный треугольник

12.50. В треугольнике АВС угол при вершине А в два 
раза больше угла при вершине В, АВ=с, АС = Ь. Опре
делить ВС.

12.51. В треугольнике АВС дано: ВС=*а, АС*=*Ь, 
АВ = с. На ВС выбрана точка D таким образом, что 
окружности, вписанные в треугольники ABD и ACD, 
касаются друг друга. Найти BD.

12.52. В треугольнике АВС угол А равен 2а, АВ = с, 
АС = Ь. Найти длину биссектрисы угла Л.

12.53. Две стороны треугольника равны соответственно 
6 см и 8 см. Медианы, проведенные к серединам этих 
сторон, пересекаются под прямым углом. Найти третью 
сторону этого треугольника.

12.54. В треугольнике АВС угол А равен 60°, 
АВ: АС = 3:2. На сторонах АВ и Л С расположены соот
ветственно точки М и N так, что ВМ. = MN = NC. Найти 
отношение площади треугольника AMN к площади тре
угольника АВС.

12.55. Основание треугольника равно Ь, а высота, 
опущенная на основание, равна h. В треугольник вписан 
квадрат, одна из сторон которого лежит на основании 
треугольника, а две вершины — на боковых сторонах. 
Найти отношение площади квадрата к площади треуголь
ника.

12.56. В треугольнике известны отрезки т и п, на 
которые точка касания вписанной окружности делит одну 
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из сторон треугольника, а противолежащий этой стороне 
угол равен 60°. Найти площадь треугольника.

12.57. В ’треугольнике АВС дано: АС^Ь, АВ —с, а 
биссектриса угла А равна I. Найти ВС.

12.58. В треугольнике АВС дано: ЛВ = 2сль, АС = 5 см, 
ВС = 6 см. Найти расстояние от вершины В до точки 
пересечения высот треугольника АВС.

12.59. В треугольнике АВС проведены биссектрисы 
AM и CN. Известно, что АС = 6 см, AN — 2 см, СМ — 3 см. 
Найти длину MN.

12.60. В треугольнике АВС биссектриса AD делит 
сторону ВС в отношении В£>:С£> = 2:1. В каком отноше
нии медиана СЕ делит эту биссектрису?

12.61. На сторонах АС и ВС треугольника АВС рас-
ANположены соответственно точки N и М так, что -^ = /1,

= Прямые AM и BN пересекаются в точке О. 

Наити оду и
12.62. Биссектрисы AM и BN треугольника АВС пе

ресекаются в точке О. Известно, что АС — УН-МО, N0 = 
= (КЗ—1)ВО. Найти углы треугольника АВС.

12.63. Найти площадь треугольника, медианы кото
рого равны 12, 15 и 21 см.

12.64. В углы В к С треугольника АВС вписаны 
окружности радиусов 2 см и 3 см, касающиеся биссек
трисы угла А. Найти длину этой биссектрисы, если рас
стояние между точками, в которых окружности касаются 
ВС, равно 7 см.

12.65. В остроугольном треугольнике две высоты 
равны соответственно 3 см и 2 К2 см, а их точка пере
сечения делит третью высоту в отношении 5:1, считай 
от вершины треугольника. Найти площадь треугольника.

12.66. Около окружности описан треугольник АВС, 
и в эту же окружность вписан треугольник AJi-fi-L, подоб
ный треугольнику АВС. Отношение площадей треуголь
ников равно 4(1 + К2)'2. Найти углы этих треугольников, 
если угол ВАС равен 60°.

12.67. В треугольнике АВС проведены медиана AD, 
биссектриса АЕ и высота AF. Площадь треугольника 
AED равна площади треугольника АВС, а площадь
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треугольника AFD равна gg площади треугольника АВС.
Найти углы треугольника АВС.

12.68. В окружность вписан треугольник АВС. Рас
стояния от точек Л и С до прямой, касающейся окруж
ности в точке В, соответственно равны а и с. Найти вы
соту треугольника АВС, проведенную из вершины В.

§ 5. Параллелограмм

12.69. Окружность радиуса R касается сторон АВ 
и AD квадрата ABCD, пересекает сторону ВС в точ
ке М и проходит через точку С. Найти длину отрез
ка ВМ.

12.70. Внутри окружности с центром в точке О ра
диуса R расположен квадрат ABCD так, что вершины 
В и С лежат на окружности, а сторона AD проходит 
через точку О. Найти радиус окружности, вписанной в 
треугольник ВОС.

12.71. В параллелограмме ABCD одна диагональ в 
/3 раз больше другой, а периметр равен 4 см. Извест
но, что точка At, симметричная с точкой А относитель
но точки С, симметрична с точкой В относительно пря
мой CD. Найти площадь параллелограмма ABCD.

12.72. Одна из диагоналей параллелограмма равна Ь, 
а другая образует со смежными сторонами параллело
грамма углы, равные а и ß. Найти стороны параллело
грамма.

12.73. Найти площадь параллелограмма, если его 
большая диагональ равна 5 см, а высоты — 2 см и 3 см.

12.74. Стороны параллелограмма равны а и Ь, а ост
рый угол между диагоналями равен а. Найти площадь 
параллелограмма.

12.75. Стороны параллелограмма равны 3 см и 2 см,5
а угол между ними равен arccos -¡-g. Две перпендику
лярные прямые делят параллелограмм на четыре равно
великие части. Найти длины отрезков, на которые эти 
прямые делят стороны параллелограмма.

12.76. В параллелограмме отношение сторон и отно
шение диагоналей одинаковы и равны 2. Из вершины 
тупого угла А опущена высота АЕ на большую сторону 
CD. Найти отношение длины отрезка . Df к длине отрез
ка СЕ.
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12.77. Радиус окружности, вписанной в ромб ABCD, 
равен г, угол АВС равен ß. На сторонах АВ и ВС рас
положены соответственно точки Е и F так, что прямая 
EF касается окружности, вписанной в ромб. Найти про
изведение AE-CF.

§ 6. Трапеция

12.78. Основания трапеции равны 10 см и 24 см, а 
боковые стороны—13 см и 15 см. Найти площадь тра
пеции.

12.79. В трапеции основания равны 84 см и 42 см, 
а боковые стороны—39 см и 45 см. Через точку пере
сечения диагоналей параллельно основаниям проведена 
прямая. Определить площади получившихся трапеций.

12.80. Основания равнобочной трапеции равныя и Ь, 
боковая сторона равна I. Найти радиус окружности, 
описанной около этой трапеции.

12.81. Около окружности описана трапеция с боко
выми сторонами, равными а и Ь. Найти сумму квадратов 
расстояний от центра окружности до вершин трапеции.

12.82. Около окружности радиуса /? описана равно
бочная трапеция, площадь которой равна S. Найти ос
нования этой трапеции.

12.83. Около окружности описана равнобочная тра
пеция, у которой одно основание в три раза больше 
другого. Найти отношение радиуса окружности, описан
ной около трапеции, к радиусу окружности, вписанной 
в трапецию.

12.84. Сумма высоты и средней линии равнобочной 
трапеции равна с, а площадь трапеции равна S. Найти 
угол между диагоналями трапеции.

12.85. Основания равнобочной трапеции равны а и Ь, 
причем а > Ь. Прямые, соединяющие середину большего 
основания с концами меньшего основания, пересекают 
диагонали трапеции в точках М и N. Найти длину от
резка MN.

12.86. Равнобочная трапеция, у которой угол при 
основании равен у, описана около окружности. В ка
ком отношении прямая, соединяющая точки касания 
окружности с боковыми сторонами, делит площадь 
трапеции?
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12.87. В трапеции средняя линия равна 7 слі, высо- 
15 j/'ä’та------— см, а угол между диагоналями против осно

вания равен 120°. Найти диагонали этой трапеции.
12.88. Длины оснований трапеции равны а и Ь. Точ

ки М. и N лежат на боковых сторонах так, что прямая 
MN параллельна основаниям и делит трапецию на две 
равновеликие части. Найти длину отрезка MN.

12.89. В трапеции основания равны а ѵ. Ь, диагонали 
перпендикулярны, а угол между боковыми сторонами 
равен а. Найти площадь трапеции.

12.90. В равнобочной трапеции ABCD основания AD 
и ВС связаны равенством Л£> = (1+і/~Ї5)ДС. Окруж-

2
ность с центром в точке С радиуса -^-ВС высекает на

основании Л£> хорду EF длины ВС. В каком от
ношении эта окружность делит сторону СО?

12.91. Основания равнобочной трапеции относятся, 
как 3:2. На большем основании как на диаметре по
строена окружность, высекающая на верхнем основании 
отрезок, равный половине верхнего основания. В каком 
отношении эта окружность делит боковые стороны тра
пеции?

12.92. Около окружности описана равнобочная тра
пеция. Площадь четырехугольника с вершинами в точ
ках касания составляет площади трапеции. Найти от
ношение оснований трапеции.

12.93. Около окружности описана равнобочная 
трапеция. Радиус этой окружности в ]/ 6 раз меньше 
радиуса окружности, описанной около трапеции. Найти 
угол при большем основании трапеции.

§ 7. Произвольный четырехугольник и многоугольник

12.94. В окружность вписан четырехугольник, три 
последовательные стороны которого равны соответствен
но 2J/5 слі, 2J/5 см, 6 см, а четвертая сторона является 
диаметром окружности. Найти радиус окружности.

12.95. Дан четырехугольник ABCD. Известно, что 
AB2-[-CD2 = ЛС2-}-BD2. Найти угол между сторонами 
AD и ВС.
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12.96. Найти отношения сторон выпуклого четырех
угольника, имеющего угол у, если этот четырехуголь
ник описан около окружности и имеет равные и взаимно 
перпендикулярные диагонали.

12.97. В окружность вписаны три правильных мно
гоугольника таких, что число сторон каждого последую
щего вдвое больше, чем у предыдущего. Площади первых 
двух многоугольников соответственно равны SL и SB. 
Найти площадь третьего.

12.98. Два правильных многоугольника с периметра
ми а и b описаны около окружности, а третий правиль
ный многоугольник вписан в эту окружность. Второй и 
третий многоугольники имеют вдвое больше сторон, чем 
первый. Найти периметр третьего многоугольника.

§ 8. Окружность

12.99. Круг вписан в круговой сектор с углом 2а. 
Найти отношение площади сектора к площади круга.

12.100. Окружности радиусов г и R име'
ют внутреннее касание в точке А. Через центр большей 
окружности проведен диаметр ВС, касающийся меньшей 
окружности. Найти площадь треугольника АВС-

12.101. Две равные окружности радиуса В касаются 
друг друга внешним образом. Найти радиус окружности, 
касающейся двух данных окружностей и их общей вне
шней касательной.

12.102. Две окружности радиусов г и 2>г касаются 
внешним образом. Найти площадь фигуры, заключенной 
между окружностями и их общей внешней касательной.

12.103. В окружности радиуса R проведена хорда. 
Сумма ее длины и расстояния от центра круга до хорды 
равна а. Найти длину хорды. При каких условиях за
дача имеет решение?

12.104. Длина внешней касательной окружностей ра
диусов г и R в два раза больше длины внутренней ка
сательной. Найти расстояние между центрами этих окруж
ностей.

12.105. Две окружности радиусов и гв касаются 
окружности радиуса R внешним образом в точках, рас
стояние между которыми равно а. Найти длину общей 
внешней касательной к первым двум окружностям.

395



12.106. Угол между внешними касательными двух 
непересекающихся окружностей равен а, а угол между 
их внутренними касательными равен ß (в обоих случаях 
рассматриваются углы, для которых линия центров яв
ляется биссектрисой). Найти острый угол между каса
тельными, проведенными из центра большей окружности 
ко второй окружности.

12.107. На отрезке длины 2R как на диаметре по
строена полуокружность. В получившуюся фигуру впи
сана окружность радиуса у . Найти радиус окружности,
касающейся построенных окружности, полуокружности 
и данного отрезка.

12.108. На отрезке длины 2R как на диаметре по
строена полуокружность. В получившуюся фигуру впи
сана окружность радиуса . Найти радиус окружности,
касающейся построенных окружности, полуокружности 
и данного отрезка.

12.109. Окружности радиусов R и г (/?> г) касаются 
внутренним образом. Найти радиус третьей окружности, 
касающейся первых двух и их линии центров.

12.110. Найти радиус окружности, внутри которой 
расположены две окружности радиуса г и одна окруж
ность радиуса R так, что каждая окружность касается 
трех других.

12.111. На отрезке АВ и двух его частях АС и ВС 
как на диаметрах построены полуокружности, лежащие 
по одну сторону от отрезка. Найти радиус окружности, 
касающейся трех построенных полуокружностей, если 
АС = 2а, ВС = 2Ь.

12.112. Внутри четверти круга АОВ радиуса R лежитз
окружность радиуса -&R, касающаяся дуги АВ и отрезка
OB. Найти радиус окружности, касающейся внешним 
образом данной окружности, дуги АВ и отрезка АО.

12.113. На окружности расположены точки А, В и М. 
Расстояния от точки М до прямых, касающихся окруж
ности в точках А и В, соответственно равны а и Ь. 
Найти расстояние от точки М до прямой АВ.



ГЛАВА XIII

ЗАДАЧИ ПО СТЕРЕОМЕТРИИ

§ 1. Правильный тетраэдр

13.1. Ребро правильного тетраэдра равно а. Найти 
радиус сферы, касающейся боковых граней тетраэдра, 
если центр этой сферы лежит на основании тетраэдра:

13.2. Ребро правильного тетраэдра ABCD равно Ь. 
Найти радиус шара, вписанного в трехгранный угол, об
разованный гранями тетраэдра с вершиной в точке А, и 
касающегося плоскости, проведенной через середины ре
бер AB, AD и ВС.

13.3. Внутри правильного тетраэдра с ребром а ле
жат четыре равных шара так, что каждый шар касается 
трех других шаров и трех граней тетраэдра. Определить 
радиус этих шаров.

13.4. Через середину ребра AD правильного тетраэдра 
ABCD параллельно ребру ВС проведена плоскость, пере
секающая грань АВС под углом . Найти площадь се
чения, если ребро тетраэдра равно а.

13.5. Диаметр шара является высотой правильного 
тетраэдра с ребром а. Найти площадь поверхности 
тетраэдра, лежащей внутри шара.

13.6. ' В трехгранный угол, образованный гранями 
правильного тетраэдра с вершиной в- точке А, вписан 
шар радиуса R. Найти расстояние от точки А до центра 
шара.

13.7. Ребро правильного тетраэдра ABCD равно а. На 
ребре АВ как на диаметре построен шар. Найти радиус 
шара, вписанного в трехгранный угол тетраэдра с вер
шиной в точке А и касающегося первого шара.

13.8. Внутри правильного тетраэдра ABCD располо
жены два шара радиусов 2R и 3R, касающиеся друг 
друга внешним образом, причем один шар вписан в трех
гранный угол тетраэдра с вершиной в точке А, а дру-
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гой—в трехгранный угол с вершиной в точке В. Найти 
длину ребра этого тетраэдра.

13.9. Ребро правильного тетраэдра ABCD равно а. 
На ребре BD расположена точка М так, что 3DM*=a. 
Прямой круговой конус расположен так, что его верши
на находится на середине ребра АС, а окружность осно
вания проходит через точку М и пересекает ребра АВ 
и ВС. Найти радиус основания этого конуса.

13.10. Ребро правильного тетраэдра SABC равно а. 
Через вершину Л параллельно ребру ВС проведена 
плоскость так, что угол между пр ямой АВ и этой плос
костью равен -g-. Найти площадь сечения.

13.11. Ребро правильного тетраэдра равно а. Найти 
расстояние между скрещивающимися высотами граней 
тетраэдра. (Найти все решения.)

13.12. Даны две концентрические сферы радиусов г 
и R, причем г<7?. Три вершины основания правильного 
тетраэдра лежат на сфере большего радиуса, а боковые 
грани касаются сферы меньшего радиуса. Определить 
ребро этого тетраэдра.

§ 2. Правильная треугольная пирамида

13.13. В правильной треугольной парамиде высота, 
опущенная на основание, равна /г, а расстояние от 
центра основания до боковой грани равно Ь. Определить 
радиус вписанного в пирамиду шара.

13.14. В правильной треугольной пирамиде площадь 
боковой поверхности равна S, а угол между боковой 
гранью и основанием равен а. Найти высоту пирамиды, 
опущенную на основание.

13.15. Полная поверхность правильной треугольной 
пирамиды равна S, а угол между боковыми ребрами 
равен а. Найти высоту пирамиды, опущенную на осно
вание.

13.16. В правильной треугольной пирамиде высота, 
опущенная на основание, равна h, а угол между боко
выми ребрами равен а. Найти расстояние от центра ос
нования до боковой грани.

13.17. В правильной треугольной пирамиде сторона 
основания равна а, а двугранный угол между боковыми 
гранями равен а. Найти высоту пирамиды, опущенную 
на основание.

398



13.18. В правильной треугольной пирамиде сторона 
оонования равна а, а двугранный угол между боковыми 
гранями равен а. Вычислить объем и боковую поверхность 
этой пирамиды.

13.19. В правильной треугольной пирамиде сторона 
основания равна Ь, а боковое ребро равно 26. Через 
середину бокового ребра перпендикулярно к нему про
ведена плоскость. Найти площадь сечения.

13.20. В правильной треугольной пирамиде высота, 
опущенная на основание, равна h, а сторона основания 
равна а. Через одну из вершин основания параллельно 
противоположной стороне основания проведена плоскость 
так, что угол между этой плоскостью и плоскостью ос
нования равен а. Найти площадь сечения.

13.21. В правильной треугольной пирамиде высота, 
опущенная на основание, равна Іі, а расстояние от цент
ра основания до бокового ребра равно 6. Определить 
радиус вписанного в пирамиду шара.

13.22. Радиус шара, описанного около правильной 
треугольной пирамиды, равен R, а двугранный угол 
между боковыми гранями равен а. Найти сторону осно
вания этой пирамиды.

13.23. В правильной треугольной пирамиде двугран
ный угол между основанием и боковой гранью равен у
Найти отношение радиуса описанного около пирамиды 
шара к радиусу вписанного в нее шара.

13.24. В правильной треугольной пирамиде расстоя
ния от середины высоты, опущенной на основание, до 
бокового ребра и до боковой грани соответственно рав
ны h и 6. Найти объем пирамиды.

13.25. Найти двугранный угол между основанием и 
боковой гранью правильной треугольной пирамиды, если 
двугранный угол между боковыми гранями этой пира
миды равен а.

13.26. В правильной треугольной пирамиде угол 
между боковым ребром и основанием равен у. В пира
миду вписан прямой круговой цилиндр так, что одно 
основание цилиндра лежит на основании пирамиды, а 
окружность другого основания касается боковых граней 
пирамиды. Высота цилиндра равна диаметру его основа
ния. Найти отношение объема пирамиды к объему ци
линдра.
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13.27. Сторона основания правильной треугольной 
пирамиды равна а, а боковое ребро равно I. Найти ра
диус шара, касающегося всех ребер'пирамиды.

13.28. В правильной треугольной пирамиде SABC 
сторона основания АВС равна а, боковое ребро равно Ь, 
причем а < Ь. Найти радиус сферы, касающейся ребра 
BS и плоскости АВС в точке Л.

13.29. В- правильной треугольной пирамиде SABC 
сторона основания равна а, высота пирамиды равна £г]±Г. 
Точки М, N и К являются серединами соответственно 
боковых ребер Л5, BS и CS. Найти радиус шара, каса
ющегося основания пирамиды и прямых AK, CN и ВМ.

§ 3. Произвольная треугольная пирамида

13.30. В треугольной пирамиде все боковые ребра и 
две стороны основания равны Ь. Угол между равными 
сторонами основания равен а. Вычислить объем пира
миды.

13.31. Доказать, что если в треугольной пирамиде 
все грани имеют равные периметры, то все грйни равны.

13.32. Треугольная пирамида рассечена плоскостью 
на два многогранника. Найти отношение объемов этих 
многогранников, если известнр, что секущая плоскость 
делит три боковые ребра, сходящиеся в одной вершине, 
в отношениях 1:2, 1:2 и 2:1, считая от этой вершины.

13.33. В треугольной пирамиде три грани взаимно 
перпендикулярны и их площади равны Sj, S2 и S3. Найти 
площадь четвертой грани.

13.34. В треугольной пирамиде боковые ребра, рав
ные а, Ь, с, взаимно перпендикулярны. Высота, опу
щенная на основание, равна h. Доказать, что

/і2 О2 ' Ь2^ С2'

13.35. Все плоские углы при вершине S треугольной 
пирамиды SABC прямые; Л5 = а, BS = b, CS = c. Найти 
радиус сферы, описанной около этой пирамиды.

13.36. В основании треугольной пирамиды лежит 
прямоугольный треугольник, гипотенуза которого равна Ь. 
Каждое боковое ребро пирамиды образует с плоскостью 
основания угол ß. Найти радиус сферы, описанной около 
этой пирамиды.
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13.37. В основании треугольной пирамиды лежит 
прямоугольный треугольник, острый угол которого ра
вен а. Каждое боковое ребро пирамиды образует с 
плоскостью основания угол ß. Найти отношение объема 
пирамиды к объему описанного около пирамиды шара.

13.38. В треугольной пирамиде боковые ребра равны, 
а в основании лежит прямоугольный треугольник, высо
та которого, опущенная из. вершины прямого угла, рав
на h. Двугранные углы, образуемые гранями пирамиды, 
пересекающимися по катетам основания, равны а и ß. 
Найти объем пирамиды.

13.39. В основании треугольной пирамиды SABC ле
жит прямоугольный треугольник АВС, ребро SB перпен
дикулярно плоскости основания. Дано: АВ = ВС = а, 
SB = fi. Найти радиус вписанного в пирамиду шара.

13.40. В треугольной пирамиде периметр основания 
равен 2р, радиус вписанного шара равен R, а боковые 
грани образуют с основанием равные углы а. Найти 
объем пирамиды.

13.41. В треугольной пирамиде SABC ребро ВС рав
но а, АВ = АС, ребро SX перпендикулярно основанию 
АВС, двугранный угол при ребре S>4 равен а, а при 
ребре ВС равен ß. Найти радиус шара, описанного око
ло пирамиды.

13.42. В треугольной пирамиде SABC грань SBC 
перпендикулярна грани АВС, все плоские углы при 
вершине S равны л/3, SB = SC=1 см. Найти объем этой 
пирамиды.

13.43. В основании треугольной пирамиды лежит 
равнобедренный прямоугольный треугольник, гипотенуза 
которого равна I. Боковые грани образуют с плоскостью 
основания двугранные углы, соответственно равные а, 
ß и у (у соответствует гипотенузе). Найти радиус шара, 
вписанного в эту пирамиду.

13.44. В треугольной пирамиде ABCD ребро АВ равно 
б см, CD = 8 см, остальные ребра равны J/74 см. Най
ти радиус шара, описанного около этой пирамиды,

13.45. В треугольной пирамиде SABC высота SK 
равна h, АВ = АС, SB = SC, ВС = а, двугранный угол 
между гранями АВС и SBC равен л/4. Найти радиус 
шара, описанного около этой пирамиды, если известно, 
что центр шара лежит в плоскости ЛВС.

13.46. В треугольной пирамиде SABC все плоские 
углы при вершине S прямые, АС = ВС, ребро SC на-
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клонено к плоскости АВС под углом я/4. На ребре ЛВ 
как на диаметре построена сфера радиуса R. Найти ра
диус сферы, вписанной в трехгранный угол при верши
не С и касающейся данной сферы. (Найти все решения.)

13.47. В треугольной пирамиде ABCD ребро АВ 
равно а, высота СЕ грани АВС равна b (точка Е лежит 
между А и В), высота DF пирамиды равна с (точка F 
лежит внутри треугольника АВС). В пирамиду вписан 
куб PQMNP1Q1M1N1 так, что грань PQMN куба лежит 
на грани АВС, ребро PjQj лежит на грани ABD, а вер
шины ЛІ1 и Nr лежат на гранях ACD и BCD соответ
ственно. Найти ребро куба.

13.48. В треугольной пирамиде ABCD ребра АВ и 
CD взаимно перпендикулярны и соответственно равны 
а и Ь. Общий перпендикуляр к этим ребрам пересекает 
ребро АВ в точке М и ребро CD в точке N, MN~c. 
В пирамиду вписан куб так, что четыре ребра куба 
параллельны M.N и на каждой грани пирамиды лежат 
ровно две вершины куба. Найти ребро куба.

§ 4. Правильная четырехугольная пирамида
13.49. В правильной четырехугольной пирамиде дву

гранный угол между основанием и боковой гранью ра
вен я/3. Найти отношение объема пирамиды к объему 
вписанного в нее шара.

13.50. В правильной четырехугольной пирамиде сто
рона основания равна Ь, а двугранный угол между ос
нованием и боковой гранью равен а. Определить радиус 
описанного около пирамиды шара.

13.51. Сторона основания правильной четырехуголь
ной пирамиды равна а, а двугранный угол между Осно
ванием и боковой гранью равен а. Найти расстояние 
между центром шара, вписанного в пирамиду, и центром 
шара, описанного около пирамиды.

13.52. Сторона основания правильной четырехуголь
ной пирамиды равна а, высота пирамиды равна h. Через 
сторону основания пирамиды и середину скрещивающе
гося с ней бокового ребра проведено сечение. Найти 
расстояние от вершины пирамиды, противолежащей' ос
нованию, до плоскости сечения.

13.53. Расстояние от центра основания правильной 
четырехугольной пирамиды до бокового ребра равно /г, 
а до боковой грани равно Ь. Найти обьем пирамиды.
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13.54. Угол между соседними боковыми ребрами пра
вильной четырехугольной пирамиды равен а, радиус 
описанной около пирамиды сферы равен R. Найти длину 
бокового ребра пирамиды.

13.55. Найти наибольшую величину боковой поверх
ности правильной четырехугольной пирамиды, вписанной 
в шар радиуса R.

13.56. В правильную четырехугольную пирамиду впи
сан куб так, что одно ребро куба лежит на средней ли
нии основания пирамиды, вершины куба, не принадле
жащие этому ребру, лежат на боковой поверхности 
пирамиды, центр куба лежит на высоте пирамиды. Най
ти отношение объема пирамиды к объему куба.

13.57. Центр шара, описанного около правильной 
четырехугольной пирамиды, находится на расстоянии а 
от боковой грани и на расстоянии b от бокового ребра. 
Найти радиус шара.

13.58. Центр шара, вписанного в правильную четы
рехугольную пирамиду,'находится на расстоянии К 2 см 
от бокового ребра и на расстоянии см от стороны 
основания. Найти радиус шара.

13.59. Плоскость пересекает боковые ребра S/1, SB, 
SC и SD правильной четырехугольной пирамиды SABCD 
соответственно в точках М, N, К и L так, что AM'.SM = 
— т, BN-.SN — п, CK-SK—P- Найти отношение DL.-.SL.

13.60. В правильной четырехугольной пирамиде апо
фема равна стороне основания. Внутри пирамиды рас
положены два шара: шар радиуса г касается всех боко
вых граней, шар радиуса 2г касается основания и двух 
смежных боковых граней, оба шара касаются друг друга 
внешним образом. Найти апофему этой пирамиды.

13.61. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD 
сторона основания ABCD равна а, высота SO рав
на 2К2 а. Через вершину А параллельно диагонали ос
нования пирамиды BD проведена плоскость так, что угол 
между прямой АВ и этой плоскостью равен л/б. Найти 
площадь сечения.

13.62. В правильной четырехугольной пирамиде 
SABCD сторона основания равна Ь, угол между боковым 
ребром и плоскостью основания равен arccos у. Плос
кость, параллельная диагонали основания АС и боково
му ребру BS, пересекает пирамиду так, что в сечение
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можно вписать окружность. Определить радиус этой ок
ружности. (Найти все решения.)

13.63. В правильной четырехугольной пирамиде 
SABCD высота равна диагонали основания ABCD. Через 
вершину Л параллельно прямой BD проведена плоскость, 
касающаяся вписанного в пирамиду шара. Найти отно
шение площади сечения к площади основания пирамиды.

§ 5. Произвольная четырехугольная пирамида 
и многоугольная пирамида

13.64. В основании четырехугольной пирамиды лежит 
квадрат со стороной а, одно боковое ребро перпенди
кулярно плоскости основания, а большее боковое ребро 
наклонено к плоскости основания под углом ß. Найти 
радиус шара, вписанного в эту пирамиду.

13.65. В основании четырехугольной пирамиды 
SABCD лежит квадрат ABCD со стороной а. Ребро 
SD = h перпендикулярно плоскости основания. Внутри 
пирамиды расположен прямой круговой цилиндр так, что 
окружность одного его основания вписана в треуголь
ник SCD, а окружность другого основания касается 
грани SXß. Найти высоту цилиндра.

13.66. В основании четырехугольной пирамиды 
SABCD лежит квадрат со стороной а. Ребро SX пер
пендикулярно плоскости основания и равно h. Через 
вершину А параллельно диагонали основания BD про
ведено сечение, которое делит ребро SC. в отношении 2:1, 
считая от вершины S. Найти площадь сечения.

13.67. Основанием четырехугольной пирамиды SABCD 
является ромб с диагоналями АС^=а, BD=b. Боковое 
ребро SX перпендикулярно плоскости основания и рав
но h. Через точку А и середину ребра SC проведена 
плоскость, параллельная диагонали основания BD. Найти 
площадь сечения.

13.68. В правильной шестиугольной пирамиде через 
центр основания проведено сечение параллельно боковой 
грани. Найти отношение площади сечения к площади 
боковой грани.

13.69. Два боковых ребра пирамиды, равные а и Ь, 
образуют угол л/3; угол между их проекциями на пло
скость основания равен 2л/3. Найти высоту пирамиды.

13.70. В пирамиде SАВС ... К проекция вершины S 
на основание лежит внутри угла АВС, угол АВС
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равен л/3, углы SAB и SCB прямые, АВ = а, ВС=Ь, 
SC = l. Найти высоту этой пирамиды.

13.71. В правильной шестиугольной пирамиде вписан
ная сфера проходит через центр описанной. Во сколько 
раз радиус описанной сферы больше радиуса., вписан
ной? (Найти все решения).

§ 6. Усеченная пирамида

13.72. Около шара .описана правильная треугольная 
усеченная пирамида, боковая грань которой наклонена 
к плоскости основания под углом а. Найти отношение 
объема шара к объему усеченной пирамиды.

13.73. В правильной треугольной усеченной пирамиде
сторона большего основания АВС равна Ь. 

Расстояние от точки А до плоскости треугольника АгВС} 
равно т, а расстояние от точки Вѵ до той же плоскости 
равно п. Найти высоту этой усеченной пирамиды.

13.74. В правильную треугольную усеченную пира
миду с боковым ребром I можно поместить шар, касаю
щийся всех граней, и шар, касающийся всех ребер пира
миды. Найти стороны оснований пирамиды.

13.75. В правильной четырехугольной усеченной пи
рамиде ABCDA-J^C-J^ проведено два сечения: ЛЛ^С 
и АВСуР±. Первое сечение имеет площадь Sj, второе — 
площадь 52. Найти площадь сечения, проходящего че
рез середину высоты пирамиды параллельно основаниям.

13.76. В правильной четырехугольной усеченной пи
рамиде проведено сечение через диагонали оснований и 
сечение, проходящее через сторону нижнего основания 
и противолежащую сторону верхнего основания. Острый 
угол между этими секущими плоскостями равен а. Найти 
отношение площадей сечений.

13.77. Разность периметров нижнего и верхнего осно
ваний правильной четырехугольной усеченной пирамиды 
равна 4а, высота пирамиды равна h. Расстояние от центра 
описанного около пирамиды шара до плоскости боковой 
грани в /2 раз меньше радиуса этого шара. Найти сто
роны оснований пирамиды.

13.78. Стороны оснований правильной шестиугольной 
усеченной пирамиды равны а и За. Через два параллель
ных ребра, лежащих на разных основаниях и разных 
боковых гранях, проведено сечение. Угол между сечением 
и основанием пирамиды равен а. Найти площадь сечения.
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§ 7. Параллелепипед

13.79. Ребро куба равно а. Найти радиус сферы, 
проходящей через вершины нижнего основания куба и 
касающейся ребер верхнего основания.

13.80. Ребро куба равно Ь. Найти объем прямого 
кругового конуса, вершина которого совпадает с верши
ной куба А, а окружность основания проходит через 
центры граней куба, не проходящих через вершину А.

13.81. Ребро куба равно а. Через диагональ АС
грани ABCD проведена плоскость так, что в сечении 
получилась трапеция, острый угол которой равен 
arccos . Найти расстояние от вершины В до секу
щей плоскости.

13.82. В основании прямоугольного параллелепипеда 
лежит квадрат со стороной Ь, а высота параллелепипеда 
равна 5Ö/4. Найти радиус сферы, проходящей через кон
цы стороны основания АВ и касающейся граней парал
лелепипеда, параллельных АВ.

13.83. Ребро куба ABCDAyBjCjP! равно а. Найти 
радиус сферы, проходящей через середины ребер AAlt ВВг 
и через вершины А и Ср

13.84. В прямоугольном параллелепипеде
XßCD/l1ß1ClDl ребра AB, AD и соответственно
равны а, b и с. Найти угол между плоскостями Л51О1 
и A-fiJ).

13.85. На ребре ВВѴ куба ABCDAJifiJ)^ распо
ложена точка М. так, что ВМ BBt. Через точки А,
М и центр куба проведена плоскость. Найти угол меж
ду этой плоскостью и плоскостью грани ABCD.

13.86. В основании прямоугольного параллелепипеда 
ABCDA1BlClD1 лежит квадрат со стороной 5 см. Высота 
параллелепипеда равна 4 см. В трехгранные углы при 
вершинах А и Сг вписаны равные касающиеся друг 
друга шары. Третий шар касается двух первых шаров 
и бокового ребра ВВг в его середине. Найти радиус 
третьего шара.

13.87. В основании прямоугольного параллелепипеда 
ABCDA1B1CíDl лежит квадрат ABCD со стороной а. 
Через диагональ АС грани ABCD проведена плоскость, 
пересекающая грань A^BfiJ)^ В трехгранные углы В и

вписаны шары, касающиеся этой плоскости и име-
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кэщие радиусы, соответственно равные у и . Найти 
высоту параллелепипеда.

Î3.88. В прямоугольном параллелепипеде 
ABCDAiBiÇiDi^ ребра AB, AD и ААг соответственно 
равны 3 см, 2 см и 1 см. Найти радиус шара^ вписан
ного в трехгранный угол при вершине А и касающегося 
диагонали BD1.

§ 8. Призма

13.89. Все ребра правильной треугольной призмы 
равны а. Найти площадь сечения, проведенного через 
сторону основания под углом ß(ß>y) к плоскости 

основания.
13.90. В шар радиуса Р вписана правильная треу

гольная призма, площадь боковой грани которой равна 5. 
Найти ребра призмы.

13.91. В основании прямой треугольной призмы 
ABCAjB^ лежит равнобедренныйтреугольник(ЛВ = ВС), 
высота которого, опущенная из вершины В, равна К3 см. 
На ребре ßßj расположена точка Р так, что угол А±РС 
равен у, A Р = 2 ]^2см и PC = Ѵ§ см. Найти объем 
призмы.

13.92. Сторона основания правильной треугольной 
призмы ABCAJB-^ равна Ь, а высота призмы равна h. 
Через вершины А, Вг и точку Р на ребре СС1 проведено 
сечение так, что угол APBt равен Найти площадь 
»того сечения.

13.93. В основании прямой треугольной призмы ле
жит прямоугольный треугольник, катеты которого равны 
а и Ь. Некоторая плоскость пересекает все боковые реб
ра призмы так, что в сечении получается правильный 
треугольник. Определить сторону этого треугольника.

13.94. В основании треугольной призмы лежит пра
вильный треугольник со стороной а. Прямая, соединя
ющая одну из вершин верхнего основания с центром 
нижнего основания, перпендикулярна плоскостям осно
ваний. Известно, что внутрь этой призмы можно поме
стить шар, касающийся всех граней ' призмы. Найти 
боковое ребро призмы.
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13.95. В треугольной призме ЛВСЛ^Сх боковое 
ребро равно I. В основании призмы лежит правильный 
треугольник со стороной Ь, а прямая, проходящая через 
вершину ßj и центр основания АВС, перпендикулярна 
основаниям. Найти площадь сечения, проходящего через 
ребро ВС и середину ребра AAt.

13.96. В основании прямой треугольной призмы ле
жит равнобедренный прямоугольный треугольник, гипо
тенуза которого равна с. Через гипотенузу нижнего 
основания проведена плоскость так, что в сечении призмы 
получился правильный треугольник. Известно, что мож
но вписать шар, касающийся боковых граней призмы, 
верхнего основания и сечения. Найти объем призмы.

13.97. В треугольной призме АВСА1В1С1 проведены 
два сечения. Первое сечение проходит через ребро АВ 
и середину ребра Л^, а второе — через ребро Л^ и 
середину ребра CCt. Найти отношение длины заключен
ного в призме отрезка линии пересечения этих сечений 
к длине ребра АВ.

13.98. Сторона основания правильной треугольной 
призмы ABCAjB^i равна Ь, а высота призмы равна 
b К 2. Через вершины Л, ßt и середину ребра ССХ про
ведено сечение. Второе сечение проведено через вершину 
В, середину ребра АС и середину ребра ßjC,. Найти 
длину отрезка, по которому пересекаются эти сечения.

§ 9. Конус
13.99. Прямой круговой конус вписан в шар. Найти 

отношение объема конуса к объему шара, если образу
ющая конуса наклонена к его основанию под углом а.

13.100. В прямой круговой конус вписаны два шара: 
первый шар касается боковой поверхности конуса и его 
основания, второй—боковой поверхности конуса и пер
вого шара. Отношение объемов этих шаров равно 27. 
Найти угол при вершине конуса.

13.101. Найти объем тела, полученного ' вращением 
равнобедренного треугольника около оси, лежащей в его 
плоскости и проходящей через вершину угла при осно
вании параллельно противоположной боковой стороне. 
Известно, что боковая сторона треугольника равна а, 
а угол при основании равен а.

13.102. На основании полусферы радиуса R построен 
прямой круговой конус, боковая поверхность которого
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пересекает эту полусферу в точках, отстоящих от осно
вания на расстоянии, равном -|- высоты конуса. Найти 
объем конуса.

13.103. В сферу вписаны два прямых круговых 
конуса с общим основанием. Объем одного из них в че
тыре раза превосходит объем другого. Найти боковую 
поверхность каждого из конусов.

13.104. Высота прямого кругового конуса, равная h, 
является диаметром сферы, которая делит боковую по
верхность конуса в отношении п:т, считая от вершины. 
Найти радиус основания конуса.

13.105. В прямой круговой конус с высотой h и ра
диусом основания 2/г вписан шар. Найти площадь сече
ния этого шара плоскостью, проходящей через вершину 
конуса под углом л/4 к его оси.

13.106. В прямой круговой конус вписана сфера. 
В эту сферу вписан прямой круговой конус, объем кото
рого в а раз меньше объема первого конуса, а угол при 
вершине равен углу при вершине первого конуса. Найти 
этот угол.

13.107. Дан прямой круговой конус с радиусом осно
вания R и высотой Н. Определить радиус основания и 
высоту цилиндра, вписанного в этот конус, если боко
вая поверхность цилиндра имеет наибольшее значение.

13.108. Отношение радиуса основания прямого круго
вого конуса к радиусу вписанного в конус шара равно Ь. 
Найти отношение объема конуса к объему шара.

13.109. Шар радиуса R вписан в прямой круговой 
конус. Внутри конуса дан шар радиуса г, касающийся 
боковой поверхности конуса и первого шара. Найти 
объем конуса и показать, что он не меньше, чем удвоен
ный объем первого шара.

13.110. Внутри прямого кругового конуса расположен 
куб так, что одно ребро куба лежит на диаметре осно
вания конуса, а вершины куба, не принадлежащие 
этому ребру, лежат на боковой поверхности конуса. 
Найти отношение объема конуса к объему куба.

13.111. Около прямого кругового конуса с высо
той 2 см описана правильная треугольная пирамида, 
сторона основания которой равна'3 КЗ см. Найти радиус 
шара, вписанного в трехгранный угол при основании 
пирамиды и касающегося боковой поверхности конуса 
внешним образом.
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§ 10. Усеченный конус, цилиндр и шар

13.112. Образующая прямого кругового усеченного
конуса, равная г 1/2”, наклонена к плоскости основания 

лпод углом y , а радиус верхнего основания равен г.
Найти радиус шара, описанного около этого конуса.

13.113. Около шара описан прямой круговой усечен
ный конус. Отношение объема усеченного конуса к объ
ему шара равно 13:6. Найти угол между образующей 
конуса и его основанием.

13.114. Прямой круговой усеченный конусописан около 
шара. Радиус этого шара в КЗО раз меньше радиуса сфе
ры, описанной около усеченного конуса. Найти угол ме
жду образующей конуса и его основанием.

13.115. Внутри прямого кругового цилиндра лежат два 
шара радиуса г и один шар радиуса 2,5 г так, что каждый 
шар касается двух других, одного и того же основания 
цилиндра и его боковой поверхности. Найти радиус осно
вания цилиндра.

13.116. Внутри прямого кругового цилиндра, высота 
которого равна Зг, лежат три равных шара радиуса г 
так, что каждый шар касается двух других шаров и 
боковой поверхности цилиндра, причем два шара каса
ются нижнего основания цилиндра, а третий шар каса
ется верхнего основания цилиндра. Найти радиус осно
вания цилиндра.

13.117. Два шара радиуса г и два одинаковых шара 
неизвестного радиуса расположены так, что каждый 
шар касается трех других и данной плоскости. Найти 
радиусы двух последних шаров.

13.118. В полусферу радиуса R вписаны три равных 
шара так, что каждый шар касается двух других шаров, 
полусферы и ее основания. Найти радиус этих шаров.

13.119. В двугранный угол а вписаны два шара 
радиуса г, касающиеся друг друга. Найти радиус шара, 
касающегося граней угла и данных шаров.



ОТВЕТЫ

ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ I

1.3. Высказывания {2 -|- 4 10}, {53 = 12б} истинны, а выска
зывания {5 < 2}, {11 +3= 18}, {63 210} ложны.

1.4. Т A4 = {257— нечетное число},
1 Q = {число|Ä2 не является рациональным},
1 В s {число 7 неположительно},
T S = {число 5 неотрицательно}.

1.5. Истинны высказывания Т A4, T Q, R, T S.
1.6. Оба высказывания А, В истинны. Высказывание В не явля

ется отрицанием высказывания А.
"ІА зз {все четные числа составные},
ТВ == {все нечетные числа составные}.

1.7. Т С ss {27 делится на 2}, .
T Û {существует (хотя бы одно) четное простое число},
Т £={5-7 = 35}.

Истинны высказывания С, T D, Т £.
1.8. Т А = {15 не делится на 3},

Т В = {5 —число неположительное},
Т С зз {3 Ss 7}.

1.9. Высказывания А (1), А (3), А (5), А (7) истинны, а высказы
вания А (2), А (4), А (6) ложны.

1.10. Истинными являются высказывания В(1), В (2), В (3), В (4), 
В (5), В (6), Т В (7), Т В (8), ТВ (9), В (10); остальные высказывания 
ложны.

1.11. Высказывания К (3), ¿(3), К (5), ¿(5), К, (7), ¿(7) истинны, 
а высказывания К. (fi), £(4), К (6), £ (6), К (8), ¿(8) ложны; неопре
деленные высказывания К (х) и L (х) совпадают на множестве М, но 
не совпадают на множестве, состоящем из чисел 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.

1.12. (1, 1)', (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 1), (2, 2), (2, 3), 
(2, 4), (2, 5), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (5, 1), (5, 2), 
(6, 1).

1.13. Истинными являются высказывания F (а, Ь), где а=1, b — 
любое число из множества /V; также истинны высказывания F (а, Ь), 
если а = Ь, и, кроме того, истинны высказывания F (2, 4), F (2, 6), 
F (2, 8), F (2, 10), F (3, 6), F (3, 9), F (4, 8) и F (5, 10). Пары (a, b).
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для которых одно из высказываний F {a, b),F (b, а) истинно, а дру
гое ложно, имеются; например, высказывание £(1, 2) истинно, а 
высказывание F (2, 1) ложно. Высказывания F (а, Ь) и F (b, а) яв
ляются одновременно истинными тогда и только тогда, когда а = Ь. 
Высказывания F (2, 5) и F (5, 2) ложны.

1.14. Ì А = {существует (хотя бы одно) а>0, при котором урав
нение х2 = а не имеет действительных корней}; А истинно, 1 А ложно.

-1.15. 1 А = {существует действительное число а, для которого 
уравнение ха = а не имеет действительных корней}; А ложно, 1 А
истинно.

1.16. П Л = {корни любого квадратного уравнения действительны}; 
А истинно, 1 А ложно. .

1.17. 1 А == {существуют два треугольника, которые не являются 
подобными между собой}; А ложно, П А истинно.

1.18. 1 А = {существуют два числа а, Ь, ни одно из которых не 
делится на 3}; А ложно, Т А истинно.

1.19. 1. Если на множестве Л4, состоящем из всех простых чисел, 
задано неопределенное высказывание Æ(x) = {число х нечетно}, то 
(Ѵх) Л!(х)={все простые числа нечетны}.

2. Если на множестве К, состоящем из всех целых чисел, задано 
неопределенное высказывание Л2(х) = j число определеноj-, то

(Ѵх) Л2(х)з= |для любого целого X определено частное -yj- .

3. Если на множестве N, состоящем из всех натуральных чисел, 
задано неопределенное высказывание Лэ(х) == {х2>х}, то (Ѵх) Л3(х)е= 
= {каждое натуральное число х удовлетворяет неравенству х2 > х}.

4. Если на множестве О, состоящем из всех действительных 
чисел, задано неопределенное высказывание тЦх) = {число х выра
жается конечной десятичной дробью}, то (Ѵх) А4(х) es {каждое 
действительное число выражается конечной десятичной дробью}.

Высказывания (Ѵх) Л„(х) (л=1, 2, 3, 4) ложны, а высказывания 
"1 ((Ѵх) А„ (х))=(3х) (1 А„ (х)) (л=1, 2, 3, 4) истинны.

, 1.20. 1. Если на множестве, состоящем из всех простых дробей, 
задано неопределенное высказывание ßj(x) == {число х выражается 
конечной десятичной дробью}, то высказывание 1 ((Ѵх) Вг (х)) = 
= (Эх) (1 ßj(x)) означает: не Есякая простая дробь выражается ко
нечной десятичной дробью, т. е. существует простая дробь, которая 
не выражается конечной десятичной дробью.

2- 4. Пусть на множестве N, состоящем из всех натуральных 
чисел, заданы следующие неопределенные высказывания:

Е3(х, //) = {x+ÿ —простое число},
£3(х> у) = lxa+ya<lQ0},
E4 (х, ÿ) = {x+t/—четное число}.

Тогда высказывания 2—4 можно записать в виде:
2. (Ѵх) (Эу) Е„(х, у),
3- (Ѵх) (Зу) Е3(х, у),
4- (Ѵу) (Эх) £4(х, у).
5. Если на множестве, состоящем из всех точек прямой I, задано 

неопределенное высказывание

£в(х, у) = {расстояние между точками х и у равно трем единицам},
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то высказывание (Ѵх) (3f/) Е6 (х, у) означает: какова бы ни была 
точка х на прямой /, существует на этой прямой такая точка у, что 
расстояние между точками хну равно трем единицам.

1.21. 1. Если на множестве N, состоящем из всех натуральных 
чисел, задано неопределенное высказывание Л1(х) {число х делится 
на 5}, то (Ѵх) Л4 (х) а= {любое натуральное число делится на 5}; вы
сказывание T ((Ѵх) Аг (х)) ss (Эх) (1 Л4(х)) означает: не любое натураль
ное число делится на 5, т. е. существует натуральное число х, кото
рое не делится на 5.

2. Если на множестве, состоящем из всех четных чисел, задано 
неопределенное высказывание Л2(х)гз{х— простое число}, то 
(Эх) Л2 (х) ss {существуют четные простые числа}; высказывание 
1 ((Эх) Л2 (х)) == (Ѵх) (1 Л2 (х)) означает: не существует четных про
стых чисел, т. е. все четные числа составные.

3. Если на множестве N, состоящем из всех натуральных чисел, 
задано неопределенное высказывание Л3 (х) з= {число х четное}, 
то (Ѵх) Л3 (х) ss {все натуральные числа четны}; высказывание 
Ì ((Ѵх) Л3 (х)) = (эх) (ТЛ3 (х)) означает: не все натуральные числа 
четны, т. е. существует нечетное натуральное число.

4. Если на множестве, состоящем из всех треугольников, задано 
неопределенное высказывание Л4(х) = {у треугольника х три прямых а 
угла}, то (эх) А4 (х) == {существует треугольник с тремя прямыми 
углами}; высказывание 1 ((эх) Л4 (х)) = (ѵх) (1 Л4 (х)) означает: не 
существует треугольника с тремя прямыми углами, т. е. в каждом 
треугольнике хотя бы один угол не прямой.

1.22. Л (х) з= {четырехугольник х—параллелограмм},
В (х) es {диагонали четырехугольника х в. точке пересече

ния делятся пополам}.
1.23. Л (х, у) = {числа х и у положительны},

В (х, у) = {для чисел X и у справедливо соотношение lg (х//)= 
= lgx+lg//}-'

1.24. Л(х) = {целое число х оканчивается двумя нулями}, 
ß(x) se {целое число X делится на 4}.

1.25. Л ->В. (Для того чтобы произведение ху было равно нулю, 
достаточно, чтобы число х было равно нулю. Иначе: для того чтобы 
число X было равно нулю, необходимо, чтобы произведение ху было 
равно нулю.)

1.26. В -+ Л. (Для параллельности прямых и (2 необходимо, 
чтобы они лежали в одной плоскости. Иначе: для того чтобы пря
мые li и 12 были расположены в одной плоскости, достаточно, чтобы 
они были параллельны.)

1.27. ВА. (Для выполнения соотношения а2 Ф 0 достаточно, 
чтобы было а > 0. Иначе: для справедливости неравенства а > 0 
необходимо, чтобы было выполнено условие а2 # 0.)

1.28. (Л->В) = {в равнобедренном треугольнике две медианы 
равны между собой}; (В-> Л) se {если две медианы треугольника 
равны между собой, то этот треугольник равнобедренный}; обратная 
теорема верна, т. е. высказывание (В -+ Л) истинно.

1.29. (Л -+ В) = {диагонали ромба делят его углы пополам}; 
(В-> Л) = {если диагонали четырехугольника делят его углы по-, 
полам, то этот четырехугольник является ромбом}; обратная теорема 
верна, т. е. высказывание (В -+Л) истинно.
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1.30. (А -+ В) ss {если натуральное число а делится на 9, то 
сумма цифр числа а делится на 3}; (В -+ Л) s {если сумма цифр 
натурального числа а делится на 3, то число а делится на 9}; обрат
ная теорема неверна, т. е. высказывание (В -> Л) ложно, 

ax+ô1.32. Функция постоянна в том и только в том случае,cx-pd
если ad = bc (предполагается, что функция имеет смысл, т. е.

cx + d
хотя бы одно из чисел с, d отлично от нуля).

1.33. Для того чтобы из отрезков, длины которых равны а, Ь, с, 
можно было составить треугольник, необходимо и достаточно, чтобы 
числа а, Ь, с были связаны неравенствами а + Ь > с, b + с > а, 
а+с>Ь.

1.34. Многочлен Р (х) = яох"-|-а1хп-1-(-•••+я«-і* + а„ тогда и 
только тогда Делится на х—а, когда Р(а) = 0.

1.36. Обе теоремы верны, т. е. верна теорема: для того чтобы 
пирамида Р была правильной, необходимо и достаточно, чтобы все 
стороны основания этой пирамиды были равны между собой и все 
боковые ребра этой пирамиды были равны между собой.

1.37. Верна теорема АлВ<—»C, т. е. пирамида Р является 
правильной тогда и только тогда, когда все плоские углы в основа
нии пирамиды равны н все боковые грани одинаково наклонены к 
плоскости основания этой пирамиды.

1.39. Теоремы 1 и 6 верны, а теоремы 2, 3, 4 и 5 неверны. Тео
ремы 1 и 4 обратны друг другу, теоремы 2 и 5 обратны друг другу. 
Теоремы 2 и 3 противоположны друг другу, теоремы 4 и 6 про
тивоположны друг другу.

1.40. Т (Л (х) V В (х)) = (1 А (х)) А (Т В (х)) == -¡последняя цифра 
числа X четна и отлична от нуля}.

1.41. (1 А (х)) V (1 В (х)) ss Т (Л (х) л В (x))s= ¡X не делится на 6}.

ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ II

2.4. Нет. 2.5. Нет. 2.6. Да. Например, УЗ (5— Р'ІГ) = 5.
2.7. Да. Например, ( У7) ( = 4. 2.14. 7,9 (с избытком). 2.15. 15,7
(с избытком). 2.16. 1,7 (с недостатком). 2.17. 1,5 (с избытком).
2.18. 0,394. 2.19. 0,99 ... 9 00 ... 0 ... 2.20. 0,99 ... 9 ... 2.21. 0,0010.

100 цифр 100 цифр 100 цифр
2.24. X > 0. 2.25. х jé 0. 2.26. , cos а—cos ß 
2.27. Kö+2 /'¿ДГТ+Ка —2 /¿TZj

2.28. , если 1 a ¡ | b

= )2і
1 ? -Уа-1,

Ь2
, если J а | < | b |.

если 1 < а < 2, 
если а > 2.

2-29. если 1 а ¡ | b 1; , если 1 а | < 1 b |. 2.30. х=э0.

2.31. х,=2, х» =— 1. 2.32. х = 0. 2.33. X —: 1. 2.34. X < — 1.
2.35. —1 <х< 1.2.36. 1 =^xsS5. 2.37.х< —2, xSs 4.
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ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ IV

4.1. 1. 8. 2. 3-і. 3. 0. 4. -¿-і.о
4.2. 1. б, 12. 2. 0. 1. 3. 0. 24. 4. 2. —11. б. —2, у. 6/2, 0.

4.6. Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме 
квадратов всех его сторон.

4.7. 1. Множество всех точек, лежащих правее мнимой оси.
2. Множество всех точек, лежащих на прямой у= 1 и ниже ее.
3. Множество всех точек, лежащих на прямых х = 0, х=1 и 

между этими прямыми.
4. Множество всех точек, лежащих между прямыми у=—1 и 

у=].
б. Круг с центром в точке 0 радиуса 1, включая точки окружности.
6. Круг с центром в точке —2t радиуса 4, исключая точки 

окружности.
7. Множество всех точек, лежащих вне окружности с центром 

в точке í радиуса 1.
8. Кольцо между двумя окружностями, радиусов I и 2, с общим 

центром в точке 1, исключая точки окружностей.
0. Прямая, перпендикулярная отрезку, соединяющему точки — і 

и 1, проходящая через его середину.
10. Множество всех точек, лежащих левее мнимой оси.

4.10. 1. соз і sin ~. 2. 2 (cos л+1 sin л). 3. cos^ + ísiny .

4.13. 1. г4.13. 1. г= ± (-4=----- ) •
\ /2 /Т У

(А = 0, 1........6).

(А = 0, 1, ..., 7).

4. г=1— і. 5. г = (1-— КТГ ) (.
4.17. 1. z=l-|-t. 2. z=±(l-í).
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ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ V

5.1. 100.
5.2. По крайней мере одно из чисел р, g не является действи

тельным.
5.3. Может. Пример: Xa—іх = 0. Если же известно, что рад 

действительны, то это невозможно.
5.4. Если р и g — действительные числа, то другой корень равен 

1-і; если же не требовать, чтобы р и g были действительными, 
то другой корень может быть любым.

5.7. 1. Нет. 2. Да. 5.8. Нет.
5.8. Нет. Пример: іх2— Зіх + 2і. Если же известно, что коэф

фициент при X2 действителен, то (при выполнении условия задачи) 
и два других коэффициента действительны.

5.10. Нет. Пример: іх2-|-0х—і. Если же действительный коэф
фициент отличен от нуля, то (при выполнении условий задачи) и 
два других коэффициента действительны.

5.12. г1 = 1, г,= —1.

5.13. 1. ^(5* —4а52с + 2а2с2).

2. ^¡)(62 — 2ас)(Ь'1— 4а52с-|-ааа2).

5

5

б.
6,

14. P = — 2, ч = --1 ; р — 1, ч

16. X2--58л = 1э.
17. См. рис. 113.
18. a) а < 0, 6 < 0, с > 0;

6) а > 0, b < о, с > 0;
B) а > 0, ь > о, с — 0;
r) а < 0, b > о, с < 0.

— любое. 5.15. 100
243'

5.20. В условиях задачи всегда существует, н притом един
ственный, квадратный трехчлен, график которого проходит через 
точки Л, В, С.

При указанных в задаче наборах точек Л, В, С находим: 1. і/ = 
= 2х2 — 2х — 4. 2. у = х2 — 4х + 3. 3. у— — х2 — 6х — 5.

5.21. В условиях задачи всегда существует, и притом един
ственный, квадратный трехчлен, график которого имеет вершину 
в точке Л и проходит через точку В.

Для указанных в задаче точек Л, В находим: 1. р = 2х2+1. 
2. у= — х24-6х—8. 3. у=— х2+4х.

5.22. 1. X < 0 и X > 4. 2. Нет решений. 3. —4 < х < 1. 4. х=1.

5.x/j. 5.23. 1. 0<х<4. 2. — 1 < х < 1. 5.24. г=1.
5.25. —9.

5.26. X

5.27. 1.
5.28. 1. 

2.

ab + cd 
■^2+72- í/mi

r= 1, г— — 1. 
D = b2 — 4ac 5a 0, 
D 0, ac < 0.

(ad — be)2
1 a2 + c2 
2. — 2. 
ac > 0.
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5.29. Оба корня положительны при 4; оба корня отрица
тельны при — -g- < г < 0; корни имеют противоположные знаки при

6) *) 
Рис. 113.

1 „ „ г < —2" ; один из корней равен нулю, а другой отрицателен
1при г =

3
6.32, — 1 < г < 1. 5.34. г < —3 и 1 < -g-.

5.35. г <—3 и гЗгІ. 5.36. г <—2.

14 В, Г. Болтянский и др. 417



5.37. p* — 4</äe0, — 2ß < p <—2a, aa + ap + 7>0, ßa+ßP + 
+ </ > 0. 5.38. г <-y и r is3 + 2 VT.

5.40. Наибольшее значение функции равно достигается
1при X- наименьшее значение равно (достигается ó

при х=1).
5.41. Наибольшее значение функции равно ПО (достигается при 

х=3), наименьшее значение равно 2 (достигается при х = 0).
5.42. Наибольшее значение равно 3, наименьшее значение 

3равно -т- .

ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ VI

6.1. —1. 6.3. Нет. 6.4. х + 2. 6.5. — —улЧ-З.
6.6. X10—х39 + х3?—X34 +х30 — х2а+х25—X23+я20 — 

— х1а+х10—хв-|-хБ.—-х+ I.
6.7. а = 3, Ь = — 4. 6.8. х2=1-/з; xs=l+/2; х4
6.9. х» = 1

6.10. Xj

— У 2, х3=1, х4 = —1,_х5 = 
1+Í /3 і—і/з

О ’ Х2 п

х17+х13 —

= 1— ут.
—2.

6.11. х,=—1+1. х, = — 1— і. 6.14. х3 = 3. 6.15. —1.
6.19. 4р3 + 27ра = 0.
6.20. Корнями многочлена А (х) являются числа —х}, —хг, ...

„ . . 11 1...,—х„, а корнями многочлена В (х) — числа —, —......... — .
6.22. X3—1. 6.35. Существует.

ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ VII

7.1. Область определения: (— оо, — 2)(J(—2, — 1 )U(— •. + °°). 
т. е. х?е—1 и х^-2; f(0) = -l, f (1) = 0, /(_3) = —2.

7.2. Область определения: [—2, O](J12, +00), т. е. —2«íx<0 
или хЭ=2; Й_1)=Уз; /(2)=0, f(3)= УІ5.

7.3. Область определения: [—3, —1)(J(—1, 3], т. е. |х|О и 
х#-І; /(0) = 3, /(1)= VT f(-2) = -V'5.

7.4. Область, определения: х kn (6=0, ±1, ±2,

7.5. Область определения: x?i-g-{-k (6=0, ±1, ±2, 

f(0)=0, f(-l) = l, f (100)= 100.
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7.6. 7.7.

7.10.

У
7.11.

У
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7.12. У

Рис. 120.

, í — , если 0 < x< I,
7.16. у— •! x

V 1 , если х = 0.
7.17. Функции Л(*) + М*) и fiMfzM ограничены, функцияí /Г ( ѵ\

МА')-ИзМ не ограничена, а про функции Л(х)/3(х), и у^
ничего определенного сказать нельзя.

7.18. Убывает на всей оси х.
7.19. Возрастает на всей оси х.
7.20. Возрастает на интервале (— оо, —1), убывает на интервале 

(—1, + оо).
7.21. Убывает на интервалах (—оо, —1) и (—1, +оо).
7.22. Возрастает на интервалах (л + 26л, 2л + 2йл), убывает на 

интервалах (2/гл, я + 2йл) (А = 0, ±1, ±2, ...).
7.23. Возрастает на интервалах (fi = 0,

±1, ±2, ...)• 4
7.24. Наибольшее значение равно 5 ( достигается при x=arctgy+ 

—|-2я£ (£ = 0, ±1, ±2, ...)), наименьшее значение равно—5

^достигается при x = arctg—(-2л/г (А=0, ±1, ±2, ...)^.
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7.25. Наибольшее значение равно 2-)- достигается при х —

= ÿarctg (fe = 0, ±1, ±2, ...)), наименьшее значе

ние р^івно 2—достигается при x = -^-«rctg-i- — (А = 0,

±1 ±2, ...)).

/ Tlk
7.26. Наибольшее значение равно 1 (достигается при х=~2

(й = 0, ±1, ±2, наименьшее значение равно ^достигается

при х = ^+~ (k = 0, ±1, ±2, ...)).

nk7.27. Наибольшее значение равно .1 ^достигается при х~ 

1наименьшее значение равно ( дости-(А = 0, ±1. ±2, ...)

гается при —Ьтг (А = 0, ±1, ±2, ...))

7.28. Наибольшее значение равно -^(достигается при х = ]),

7.29. Наибольшее значение равно ^-(достигается при х=1).

7.30. Наименьшее значение равно 2 (достигается при х=1).
7.3J. Четная. 7.32. Нечетная. 7.33. Не является ни четной, ни

нечетной.
7.34. Четная. 7.35. Нечетная. 7.36. Не является ни четной, ни 

нечетной. 7.39. я. 7.40. 2я. 7.41. я.
7.42. 2я. 7.43. я. 7.44. 6я. 7.46. Перио
дическая с периодом 2я. 7.47. Не явля
ется периодической. 7.48. Периодическая 
с периодом я.

7.59.
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7.51.

tí

7.53.
Ук

У
7.54.
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7.65.

И

7.56.
У

7.67.
У
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7.60. 7.61.
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7.66. У 7.67.
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7.70. 7.71.ÿ

Ml7.72.

7.74.

7.77.

7.78.

7.80.

7.81.

7.82.

ма-/|
2t3 — 2/ + 1 ’

/ jé 1.7.73.V t — ì.
■ x * °- 7-76- Ix I- 7-76- ,Sin¿*i •

1 + Xa 11 I COS X I
f. x x-|-4 2 0
fW==3T=2 при x* T’ 3-

2л—л2 при Л jé 1./(*)= (X-I)2 .*
Z(x) = -i(x2-l), g(x) = _±(2x2 + 3x-|-l).

. x-—4л+1 Xі — Зл+1 , .
l(x)= ¡_v . 8(x}=  —г—л—1

2л

7.83.

7.84.

7.85.
7.86.

7.87.

7.88.

7.89..

/(х) = —2, Xjél, 2.

/(л) = у (7x4-12), g(x) = --J-(3x+7).

, л2 —2л —19 2(л—4) ,
^W = -2(¿-7) ’ х*т' SW = -TÔ=T’ X7:l0- 

/ (л) = л— 1, x Ф 0, 2; g (л) = 2. л Ф 1, 5.
/(х)=х, xjél; g(x)—¡-¡-x, л jé 0.

9_
/w=

7.90.

7.91.

7.93.

при л тѣ 0.

при Л jé 0, 1. 

при Л j¿ 4- , 1.

Зл
і

1—л
4л—2 
л—1

/w=

/w=

/W=y ПРИ *#=—2. У’ 

У=Уx. 7.92. g=^37î-

пл + 5 7,94. у = х* при л^гО.
сл — а 3 г
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7.95. У7.98.

У
7.97.

7.99.

У

7.98.

У

У

Рис. 152.



7.106.
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7.107.

7.108. Два.
7.109. Три.
7.110. Уравнение имеет бесконечно много решений.
7.111. Шестьдесят три.
7.112. хх= — 1, ха = 3.

7.113. х,= —1, хг = 2, х3 = 4. 7.114. х=у.

7,115. X и 2,875. 7.116. х1 = 0, хг « 2,625.
7.117. -3 < X < 3. 7.118. 0 <х < 1.
7.119. 1 < х < 2 и 3 < X < 4.
7.120. X <—2, —1<х<0их>1.

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.
8.5.
8.6.

8.7.

> log_6_ 
г

8.11

ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ VIII

1 2 4
1. 2; 2. -у; 3. 2; 4. -2; 5. у ; 6-у.

I. 100; 2. 9; 3. ÿ ; 4. 4.

1. 9; 2. 2 /"2; 3. 16; 4. 9.
1. 2; 2. 16; 3. 1; 4. 25.
1. log2 5 > 0; 2. logB 2 > 0; 3. log0-2 0,8 > 0: 4. logj_VT<0.

5

1. logg 4 > íog4y; 2. log0il / 2 < log0,2 0,34; 3. log з y > 
"Г

у; 4. 2’°й»з > i >3l0gsV.

2(о—l)- 2b—a '
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8.18.
У

8.20.

3і

430



8.24.

8.23,

У

8.2S.
У

У

8.26.
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8.29.

8.30.
У

8.31.
У

8.32.

У
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ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ IX

9.1. Да.
9.2. а) Да.
б) При умножении обеих частей неверного равенства на число, 

отличное от нуля, получается неверное равенство. Если же'обе части 
неверного равенства умножить на нуль, то получится верное ра
венство.

в) Если л —нечетное число, то при возведении обеих частей 
неверного равенства в степень п получится неверное равенство. Если 
л —четное число, то из неверного равенства вида а = —а (где а 0) 
получается верное равенство, а из любого другого неверного равен
ства получается снова неверное равенство. (Предполагается, что 
в обеих частях равенства стоят действительные числа.)

9.3. Да.

9.8. а) Уравнения f(x)—g(x) и Д^)=]7£х) В °бщем слУчае
неравносильны, первое уравнение есть следствие второго. Если хо
тя бы одна из функций f (х), g (х) отлична от нуля на множестве М, 
то на этом множестве уравнения равносильны.

б) Уравнения f(x) — g(x) и У7 (х) = ~Уg (х) в общем случае 
неравносильны, первое уравнение является следствием второго. Если 
хотя бы одна из функций f(x), g (х) принимает неотрицательные 
значения на множестве М, то на этом множестве уравнения равно
сильны.

в) Уравнения f(x)=g(x) и sin /(x) = sin g (х) неравносильны, 
второе уравнение есть следствие первого.

г) Уравнения f(x) = g(x) и arcsin f (х) = arcsin g (х) неравно
сильны, первое уравнение есть следствие второго. Если хотя бы одна 
из функций f (х) и g (х) такова, что все ее значения на множестве М 
принадлежат отрезку [—1, 1], то на множестве М уравнения равно
сильны.

д) Уравнения и /(*)ЯіМ = /і (*)£(*) в общем
случае неравносильны, второе уравнение есть следствие первого. 
Если на множестве М функции g (х) и gì (х) отличны от нуля, то 
на этом множестве уравнения равносильны.________

е) Уравнения У f (х) У g (х) — (р (х) и V f (х) g (х) = ср (х) в общем 
случае неравносильны, второе уравнение является следствием пер
вого.- Если функции f (х) и g (х) принимают неотрицательные значе
ния на множестве М, то на этом множестве уравнения равносильны.

9.12. a) Xj = 1, х2 = 3, х3 = —1. б) хх=—5-Ь , х^ —

_-Д—/ЇЗ —5+і УЗ .. —5-іУТ
$> ’ Хз— ’ Хі— 2

' 7
9.13. х=і8. 9.14. х = 8. 9.15. х = 20. 9.16. х1 = 2, х2=—у.

9.17. X! = 0, х2 = 2. 9.18. х=у. 9.19. Х=у|. 9.20. х = —1.

9.21. 2<х<7. 9.22. Xj = 3, х2=178. 9.23. х =—1. 9.24. x¿ = 2, 
*2=-^-. 9.25. х = 9. 9.26. х = 2. 9.27. х = 2. 9.28. Хл = 2, х2 = —3.
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9.29. x=ÿ. 9.30. x=l. 9.31. x = 2. 9.32. xt=0, xa==l.

9.33 x =—1. . 9.34. x = 2. 9.35. xt = 3, xa = — 3. 9.36. x = 0. 
9.37. A'l = 0, Xa=l. 9.38. X!=l, xa =—1.

fl
9.39, x1=l, ха = л/І~1 при n > 1; x—любое положительное число 

при л = 1.

9.40. Xj = l, ха = л1-п при л>1; х — любое положительное 
число при « = 1.

п
9.41. х1 = 1, ха = л1-” при п > 1; х—любое положительное 

число при л=І.
9.42. х = 512. 9.43. xt=9, ха = 91.
9.44. xt = —1, х2 = —32. 9.45. Хі=9, ха = -^-.

а < 
при

9.46.
9.47.

9.48.
9.49. 
-1

а=

xr = 4, Xj=4 4.

fe =4, а также любое fe < 0.
При а —0 и а = —1 уравнение не имеет решений. При 

одно решение: х = аа, при а > 0 одно решение: х = (а+1)а,
1 1 , п I= —одно решение: х~~^ > ПРН —* < “ < 0, « ?= —$

два решения: Xj=a2 и ха = (а+1)а.
9.50. х = 4. 9.51. х = 2. 9.52. xt = 0, ха = —1. 
9.53. х = 0. 9.54. х = 2. 9.55. х1 = 100, ха = 0,1.

ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ X

10.9. (3; 2). 10.10. (2; —1), (1; —2).
10.11. (2; 3), (3; 2). (-2; -3), (-3; -2). 
>».,2.(2;

10.13. (3; 5). (-3; -5). (зб; -Ç) , (-36;

10.14. (2; 1), (-1 + І КЗ; + 1' .

10.15. G; 2), (2; 1), (-2+І У5-, — 2-і Кб) ,
(_2_і Кб; —2+і Кб).

10.16. (4; 2), (2; 4). _
10.17. (-1; -2),__ (—2; -1), (-1+І К2; -1-і К2) ,

(-1-ІК2; - 1+і У2).
10.18. (—2; 3), (3; —2).
10.19. (1; 3). (-1; -3), (і; -Зі). (—і; Зі). (3; 1). (-3; —1), 

(Зі; -і), (-Зі; і).
10.20. х1 = 1'3, ха = 78.
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10.22. (2;1), (-l+i/3¡_^3). /З; —‘+^),

10.23. (2; 3), (-3; -2), "'+^ ,

fì — іУІЗ —і—і У23
\ 2 ’’ 2

10.24. _ (-4; —5),_ (-5; —4), (-1 +2 /З; -1+2 / 3),
(_1_2/3; -1-2/з),(4 + /ІЗ; 4- /іЗ), (4- /13; 4+ /їз).

10.25. (2; 1), (1; 2), (і + //2; 1 -і /2 ), (і-і У~2; 1+і/2).

10.27. (1; 2), (2; 1), ^+^19;

(З- і/Ї9 3 + і/НІ\
\ 2 : 2 Л

10.28. (0; 0), (6; 3), (3; 6), (-2; 1), (1; -2).
10.29. (0; 0), (1; 1). 10.30. (3; 2), (—2; —3).
10.31. (2; 3), (-2; 3).
.„ Гп І . 2/гл\10.32. З feos-g—|-i sin -g— J; 2

(fe = 0, 1, 2, 3,4).
cos 2kn . . 2fen\1 -і sin—g— JJ

10.33. (0; 0), (7;
-1 +1 /Ї5 . —1 -і /Ï5\; 7). (:

_ _ 2 2 У '
— l-i/l5 —l + i/15^

2 : 2 / _
10.34. (0; 0), _(/П; /її), (-/il; — /її), (3; -3);

(-3; 3), ( /2 + /3; /2 - /3 ), (- /2 + /3; - V~2 - /з), 
(/2-/ЗІ /2 + /3), (-/2-/3; -/2 + /T).

10.35. (1; 2), (-1; -2), (^’. Г»), (~^1 -/в?).

,0.3,.,,; 2),<_.;_2,,( 1 (- /Ж ^).

10.32. (0; 0), (1; 2), (2, 1), (~3+‘ ~3~¿ ^) .

/_3-i/Î5>| —3 + i /15
\ 6 )’ 6 Л

(
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10.38. (4; 3), (3; 4). 10.39. (0; 0), (2; 1). (-2; -1). (1; 2), (-1; -2).
10.40. (3; 1), (і; -1 ) . 10.41. (0; 2), (0; -2), (І; -3), (-1; 3).

10.42. (2; -1), (-1; 2).
10.43. (2+2 /У; 1+у=). (2-2ГТ; 1-у=) •

(¥-4). (4-44 №4). К;4)-

10.45. —1 < а < 1.
10.46. При т — п=\ решения имеют вид x = cosa, //=sina, 

где a—любое действительное число. В остальных случаях четыре 
решения: (1; 0), (0; 1). (—1; 0), (0; —1).

10.47. -4=У ~4=У
\Ґ2 /Т/ \ /2 /Т/

10.48. (2; 3; 1), (-2; —3; -1)
10.49. (0; 0; 0), (3; 2; 1). (-3; -2; 1). (3; -2; -1), (-3; 2; -1).
10.50. (0; 0; 0), (1; 3; 2), (1; —3; —2). (1; Зі; —2і); (1; -Зі; 2і), 

(і; 3; —2і), (і; Зі; -2). (і; -3; 2і), (і; -Зі; 2), (-1; 3; —2). 
(-1; Зі; 2і), (-1; -3; 2). (-1; -Зі; —2і), (—і; 3; 2г), (—і; Зі; 2). 
(_і; —3; —2і), (—і; -Зі; -2).

10.51. (3; 4; 5), (-3; -4; -5). 10.52. (1; 2; 4), (—1; —2; -4).
10.53. (1; 2; 3), (—1; —2; —3).
10.54. (1; -1; 3). (-А; -|_ ; _2).

10.55. (0; 1; -1). (3; 4; 5). ; А; 2^ .

10.56. (у; -J; -±), (2; -1; 4). 10.57. (-2; 3; 1).

10.58. (3; 2; 1), (-3; -2; 1); (3; -2; -1), (-3; 2; -1).
№ 'І- -і- 'її-

— >4). -4).
10.61. (1; 2; —2), (2; І; —2). (—2; 1; 2), (1; —2; 2), (2; —2; 1). 

(-2; 2; 1).
10.62. (1; 2; -1), (1; -1; 2), (-1; 1; 2). (-1; 2; І), (2; І; -1),

(2' То.бз'сЗ; 2; -1). (3; -1; 2). (і; ; 2^),

(і; з- КІ7 . 3+ /її)

10.64. (0; 0; 0), (3; 2; 1).
10.65. (1; 2; 3). (2; 1; 3), (3; 1; 2). (3; 2; 1). (1; 3; 2), (2; 3; І).
10.66. При а = 0 и а=1/2 система не имеет решений, а при

* / 2о2 \прочих значениях а имеет единственное решение I _  ; 2а2; 2a2 I.

-4).
10.67. (—5; —3; 0). (3; 1; —2).
10.68. (0; 0; 0), (2; 3; 4), (—2; —3;
10.69. (3; 4; 1), (—3; —4; —1).
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о ,ѵ /32 .1 . 7 \ . /32 31 23'
10.70.(4; 3; 1), (^у; — у; — yj , (у! —у! yj ,

/52 __44 13\
L 3 : з ; 3 ) ■

в

10.71. (3; 3; 4), (12; 3; 1).
10.72. 1; —у; у), (і; у; —у). (1;—

10.73. (2; 3; 4), (3; 2; 4).
10.74. (2; -5; 3), (-2; 5; -3), (5; -2; -3), (-5; 2; 3). I
10.75. (1; 2; 3). 10.76. (0; 0; 0), (2; —1; 3), (-1; 2; 3).
10.77. (а; 2а; За), где а—любое число.
10.78. (0; 0; 0), (0; 0; 1), (1; 0; 0), (0; 1; 0), (у ! у ! у

10.79. (0; 0; 0), (0; 0; 1), (0; 1; 0), (1; 0; 0), (у : у; у),

5 IV W ±. _2Ѵ
9> 9 ’ 9/ ’ \ 9 ’ 9 ’ 9 J* V ’ 9’ 9
10.80. (0; 0; 0), (2; 2; 0), (4; 0; 4), (0; 6; 6), (у! у! -1

10.81. (0; 0; 0), (0; 0; 3), (0; 2; 0), (1; 0; 0), (Ц; -I; -А, .

10.82

12 УТ ' ■2 У2(-Í;

10.83. (-2; —4; 1); (у 3/д- у V9 ; V9 ) •

10.84. Зй+аЗ + ^' + с3.
10.85. (0; 0; 0), (1; 2; 5), (1; -2; -5), (-1; 2; —5), (-1; -2; 5).
10.86. 1. (а; 0; 0), (0; Ь; 0), (0; 0; с), где а, Ь, с—любые числа.

2- (|; т)' (_1; ~2' З-)’ ('¡“¡“Ѵ

10.87. (iti; t±i; -2(1 + 1)) . =î±i;2(l-i)) ,

(-t±i; -±+і;2(. + 0), (tfi; 2=І; 2<i-l)).

10.88. 1. (а; 0; 0), (0; b; 0), (0; 0; с), где a, b, c—любые числа-
2. (2; 1; -1), (2; -1; 1), (-2; 1; 1), (-2; -1; -1).

10.89. (1; 3; 1), (-1; -3; 1), (-1; 3; -1), (1; -3; -1).
10.90. (1; 1; -2), (—1; -1; 2), (1; -2; 1), (-1; 2; -1),

(-2; 1; 1), (2; -1; -1). _ _
IO.»,. (2; ’/3; /І), (^; - 1).

10.92. (2; 1; 0), (-2; -1; 0).
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10.93. (1;0; 1), ( 1 ; 0; *)• (3 I 3! 3) - ( 3 ’ 3; 3 )'

10.94. (7; 7; -1). (-7; -7; 1), (3 /7; 3 /7; 4 /7), 
(-3 /7; -3 /7; -4 /7), (Æ+/30; ±«-£30;

(/46- /Зб, /46+ /30.

(— /46 + /70. /46 — /ЗО ; -/46

/46—/30. — /46+/ЗО ; - /46 ) .
2 ' 2

10.95. (1; 2; —1), (—1; —2; 1).

10.96. (1; 2; -I), (-1; -2; 1),

3 5 1

/ 3 5
\/7’ /7’ /7,

/7’ /7' /7/
10.97. fi; Г 1; 3), 3;і).

10.98. (з; 3; 3; --Ң , f-3; -3; -3; .

10.99. x*=££±ij-fc (ft=l, 2......... л).

10.100. Если п — нечетное, то х1 = хг = ... —х„- 1 ± /7

Если л —четное, то х. =х3= ... = хп-1 = а, х, = х4 = ... = х„ = 
а+2 . 1 .

= 3а—1 ’ где а—■пю®ое число> не равное -у.
10.101. (8; 1), (1; 8). 10.102. (1; 1).
10.103. (15; 1), (—15; —1), (—15а; 16а), (15а; —16а), где
л/226 /5 9+ /7Г\ /5 9—/ТІЛа=И48Г- 2 3 * * * * * * 10’,0Чз-: -Ч-)’ 1з;—77?-

10.105. (0; —1). 10.106. (—2/7+ /7; —2/7—/З),

_ /— ./- /5 /7 7 /7\ /5/7 7 /7\(2/7- /З ; 2/7+ /7),f g ’ 2 )’ \ 2 ’ 2 ) '

10.107. (0; 1). 10.108. (4; 2). 10.109. (і; -0 , (і;

10.110. (3; 2). 10.111. (2; 1). 10.112. (2; 2), Ç~= ; -в) .

10.113. (1; 1), (9; 3). 10.114. (l; 1; ^256; 16; і).

10.115. (2; 1). 10.116. (1; -1). 10.117. (100; 10), (і;
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10,118. (6; 2). 10.119. (A; —і). 10.120.(3; 1). 10.121. (3; 1),

10.122. (1; у), (_1; ,0.123. (2; 1), (4; 2);

10.124. (3; -1). А). W.125. (27;

10.126. (8; /27) , (27; /в).
10.127. (4; 2)l (-2; -4), (2+ /б; -2+/б),

(2-/6; -2-/6).
10.128. (6; 6). 10.129. (2; 2). 10.130. ^4; 2-). 10.131. ^64; 2-).

10.132. (81; 16). 10.133. (2; 4), (/2; 16).

10.134. (1; 2). (_/5;0),

10.135. (2.; 32), (32; 2). 10.136. (3; /З), (/З; З).
10.137. (2; 2). 10.138. (э; f/э), (,/э;9). 10.139. (16; 4). 

10.140. (а2; я), (я°; а3). 10.141. (6; 0), ^2-; -2-). 10.142. (/я; а).

( 4 А
10.143. \а,ас).
10.144. При а = Ь решение имеет вид (с, с), где с>0—любое.

При аЬ = 1 решение имеет вид fc¡ > где с > 0—любое. При a b
, ■ С7 Í1 ІА

и ab Ф 1 имеется единственное решение I — ; — ).

10.145. 10 лі. 10.146. 50/3 мин и 50 мин.

10.147. х>° + І0Л48. В2+/2 раза.

10.149. В 2 раза. 10.150. ~^м/мин.

1U.lui. op--- If, IV.löX, U 4UCU.

/н / o , ш г f о \ 1 Л
10.153. p (y)"3'" и.2р(^)^; 100 %.

10.154. Ha 10 км/час. 10.155. MUH‘

10.156. 12 км/час. 10.157. 20 человек; 6 часов в день.
10.158. ^1—литров.

10.159. 60 км/час, 40 км/час. 10.160. Через 4 часа-.
10.161. 120 км. 10.162. 3 ч 10 мин.
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10.163. Три решения: 3 часа, -¿гчаса=1 час 48 мин и 1 час.

10.164. 11/8 часа.- 10.165. 7 часов. 10.166. 6,5 часа.
10.167. 10/3 часа. 10.168. 6 часов.

11.1.

11.2.

11.4.

11.5.

11.6.

11.8.

11.9.

ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ XI

3
х= — arctg у+ пп.

х = ± 12 11.3. х-

я
'12

х=2ял, х = (— 1)* у-)-2я£. 

х = (2п+1)я, х=4я/г.

х = i-g-Ң-лп. ., „ пп
11.7. Х=-д-, п jí 3/;і.

Уравнение не имеет решений.
. 3 К"3+2 У"2 ,

X—arctg—”---- !—---- |-яи.

11.10. х= ± arccos

3-2 К2 
1

-2яп.
К 3+1 

я 2 3 2
11.11. X = -g-+y ЯЛ, Х = д Я + уЯЙ.

11.12. Уравнение не имеет решений.
11.13. Уравнение не имеет решений.
11.14. Уравнение не имеет решений.

Я , ЯП11.15. ли. 11.16. x =

ЯП nk
11.17. x—~2' X=T' 1

11.19. x=nn. 11.20. х =

1.18. х="2- + яп;

я , nk 
F’ X = F+T'

nk

11.21.

11.22.

11.23.

11.25.

11.26.

11.27.

с = 30
ф

'5
, ЯП

4 1 2
я/гс =~Г' 11.24

Я , ЯП
52 1 13

х == у+2яп,

х == " + ЯП

пк
' х 3-Г 2 '

ф+Л ,. х = —-----1-л2
Я i лл

*- 4 1 2 •
Я

? Х~92 1 23 '
Зя , 2яА>

Х 22 ' 11
я , ЯП

Х~ 24+ 18 -

пк, <р = = arctg у.

16
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11.28. х = 2лл, x=±2arctg у у+2лй, х=±у-|-2я/л.

11.29. х = л(2л+1), х=у (4Й + 1).

11.30. х = л f 2rt-)--íj-V х = л (2/е-|- 1).

11.31. х = 4- 
4

11 Я9 V — Л , ЯП
8 ' 4 '

11.33. х — пп, л 1 /.Х = у-|-Яб.

11 44 Л 1 ті < Зл , nk
li.Ó4. 24“ 3 ’ X~ 32 .1 4 '

-- ли11.35. X—g , x=±-~ + 2/гя.

11.36. х — пп,
л i 2

х=-5+УяА- 11.37. x nn
"“У

« 1 як V— Л Jl™ 1139 Я , ЯП1 g . ll.JJ.■ Х 4 1 2 ‘

11.40. х=у arctg у-{-—у-, Я , nk
Х ' 8 1 2

ÎX JT
11.41. х==у-|-ля, x = ïgH

nk
8 '

« 1 49 y П . nn 1 л i / у+лй.11Л4. X g ’ 4 ’ x
1 nn , л 2 

у+у^-1 4 * x

11.44. x=-y-
nk

■ ‘=-5--

Il лч V Я , ЯП я . nk
11.43. X—14 H 7 . X- 4 1 2 '

11.46. x=^- nk, X=-y.

1 J 47 Y— Л - , ПП 1 , 2 2 arctg 3
, nk

11Л/. X g 1 2 ’ X 1 2

11.48. x=Æ 
4

Я . Jlk 
’ x~ 20+ 10

11.49. x=^f 11.50. x= ЯП

11.51. x=± y
KÏ7 — 

arccos -——4 - -f-nk.

11 E9 y 11 J, nn . , | + лй.
4 1 2 , x j.

11 RE y П -. яп я nk
+ ~2~'4 г 2 ’ X 8
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11.66.

11.57.

11.68.

11.60.

11.61.

11.62.

11.63.

11.64.

11.65.

11.66.

11.68.

11.69.

л .
*= — у+ял, л = у-|-2лй.

л . .х= ——+ЯЛ, х=у-(- як.

л .Х = —у+ЯЛ. 11.59. л = —

Х=-у + ЯЛ, '=(*4-4-) *•

х = 2лл, х= 2—Ь^лй.

х=—-^-+ял, л='2лй, х =—-5-)-2яот.

, 1 К5-1
х= ± у arccos -—-----

2

-ЛЙ, X- яп

л лл я nk
4 г 2 8 2 ‘

Уравнение не имеет решении
л

л 
4 
л

-Ч-ЛЛ,
я . як 

* = -8+-Г 11.67. л=—y-t-лл.

х=~4~|-ял, х=у4-2я/г, х = 2янг.

х=у-)-лл, х=у-)-2лй.

11.70. X— ля
T’

, яй
1 6 ’

11.71. X— лл
т* 11.72. х — (— 1)" л 4 

' 24 1

11.73. х = ± arcsin у+ЯЛ.

11.74. л 1 яп , 1 arccos6 1 3 ’ *-± 2

11.75. х= я 1 як л , лл
8 1 4 ’ Х~ 6 + 3 ■ '

11.76. х= 2лл, Л ! к л = у+яй,

х=— у+(—1)OT arcsin (і — уЦ-^ + ллі.

j-ЛЛІ.

11.77. х=± 5л
ТУ4-ля. 11.78.

11.79. *=±
2л
3 4-2лл, х=у

11.80. х = лл л . 2х =2-4-3-ЛЛІ.

11.81. х = лл,» X = ± arccos — -і ± К з

лл
T х=-

2nk
ТГ

■ят.

-2як.
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11.82. х=^р , x= ± arcco&-y-(-2nfe.

11.83. х = пп, х=± 4r + 2nfe.О
11.84. х=-^—(-ли, х =—~+2nk; х = л (2тп+ 1).

11.85. х = (—1)" ÿ arcsin 1 -(-^ .

11.86. х = (2л+1)-^-, х = 2яй. 11.87. x=g-|-Ç.

я , ли ' я . ,
11.88. х==-4-+-2' x = ~2+nk.

„ «ÍW Я I Я^

11.89. X — па, х=—4~—.

«. лл я , яп , я ,11.90. х=-г+-Ң-, x=±-¡r4-nfe.

11.91. х = (—I)" у arcsin . 11.92. х==~.

11.93. х = яп, x = nk—у , X=4-л/л.

11.94’. Уравнение не имеет решений.

11.96. х = я/i, x=±arctg——|-яй.
У ¿

11.97. Уравнение не имеет решений.
11.98. х =---- ^-arctg 4-|-у .

11.95. х = пп.

11.99. X —- я , л/г 
*=-8- + Т- 11.100. х=-£-(-яя.

11.101. x = y + nn, X = я (2k + 1 ).
11.102. х = ——(-ял, х =---- —(-яй,

11.103. х = у + ял, х = (—1)*-^—|-яй,

2
х = (— l)m + 1 arcsin -g—(-лот.

і» <ал я і aÄ11.104. х=яп, х=у-|—у.

11.105. х=± -»—(-ял, х = (—+ х=='12
11.106. х = -2—(-^р, х=±^- + лА, х = (—І)"»*1

., .я , 2яи , 2д11.107. х = -д—(—5-, Х=±-Х—(-2лй.

пт-

12

' 2 • 
я , пт

2 '
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11.108. х=2лп, х= ± -^-+2nft, х = (—1)'л-^-+л/л.

11.109. х = -^ + -^-', x=^+^(2é+l ¿Э/л).

11.110. x= ± arccos —.-^-^ + лл.

11.111. х = 2лл, х=-^- + 2л£, х=-^—|-л/л, х=^--\-^-.

. . . «п i ЗХ i , ЗТ .
11.112. ^ = "2—Няп. х =---- 4“+яй> х=“§—Ьят*

11.113. Если Іа|^1, то уравнение имеет следующие решения: 
x=arctg(2a± У За2—3) + лл. Если | а | < 1, то решений нет.

11.114. Если I g I < 2, то уравнение имеет следующие реше
ния: х = (—1)"arcsin (З—2У"3 —а2) + лл. Если |а| > У^ 2, то урав
нение не имеет решений.

11.115. Если |В|> 1, то уравнение не имеет решений. Если 
I В I< 1, то уравнение имеет решения. При этом, если |В|<-^-, 

то уравнение имеет следующие две серии решений:
х =--- 2—(— 1)п arcsin В + лл, х= — —1-(— 1)* arcsin ЗВ+лб.

Если же < I В I < 1, то имеется одна серия решении х = 

= —(— 1)" arcsin В + лл.
11.116. Уравнение при любых значениях В имеет серию реше

ний вида
3

х=-^-л + 2лл. (х)

Если 0 < В < 1, то, кроме серии решений (»), уравнение имеет 
еще одну серию решений

х=-2- + (— 1)*arcsin (2В— 1) + л/(.

11.117. Уравнение разрешимо в том и только в том случае, когда
1 1 тел-2"<а<1, и имеет решения вида х= ± -^- arccos (4а—З)-!--^-.

11.118. Уравнение имеет решения тогда и только тогда, когда 
I а I < 1, где а = 20+ 1, т. е. при — 1 < В < 0. При этом, если | а I <
13 1

• т- е- —j-<B<—4" ■ то уравнение имеет две серии решений:

х= ± arccos а + лл и х— ± -^-arccos (—2а) + лА. Если же

1 3 1-^- < | а | < 1, т. е. — КВ < —или —4- < В < 0, то имеется 

одна серия решений х=± -^-arccos а + лл.

444



11.119. Уравнение разрешимо тогда и только тогда, когда 1.
При а^І рассматриваемое уравнение имеет серию решений вида 
х = ± ÿarccos (— а+ /а2 — і)+яп, а при 1— серию решений

вида х = ± у arccos (—а — р^а2 —1) + nk.

11.121. При любых действительных значениях а, кроме а = 
= + Уравнение разрешимо и имеет серию решений вида

х = — 2а-|—у+яп. (*)

Если I cos а I < —( т. е. если при некотором целом т выполняются V 2 \
я i 3 \неравенства у—|-я/я < а. < у я + я/я 1 , то, кроме серии (*), урав

нение имеет еще одну серию решений: х=~ (— l)ft+1 arcsin (2 cos2 а) +
nk „ „ я , ni „-U——2а. Если a=-j--l--y , то уравнение не имеет решении.2 4 2

11.122. х = у+яя.

11.123. х — ± уarccos (і — |/'2)-)-jtn,x= ± у arccos—+

+ nk.
11.124. х=у—J-яя.

3 JE11.126. x = -z—+ 2ям.О

11.125. x = 4nn, x<= ± — + 2лй.

11.127. X- Юлп (n 5= 7k, fe—целое),

5 10х = -ң-я-[—Q-ят (т Ф 9Z + 4, I — целое). 
У У

11.128. х=±4 + яп. 11.129. х- х= ± у+ ЯЙ.

. зх дл
11.130. х=70 + _5_ 11.131. х=-к- + яя.

11.132. х=-у+яп. 11.133. х = — у + яп.

11.134. х = у. 11.135. х=у+яя.

11.136. х — п (я+4+т)’ У=Я
2 1 4

2_ 
611.137. х — п —(-я-f-y.^ , і/ —я^——n-|~

х=л(4+w+t)’ г/=я(4_”+у)-
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11.138. ^А-Нл-t-y) , у — п Çk — «'Ну); 

х = л ^ft + л —у) , у = п Çk — п—ÿ).

11.139. х = я ^+А + л) , = — л);

x==’i(¿+*-i-«). v=n (й'|'а—

*=я( — 54 + /f + n)’ г/=я( — Й+/г-"):

* = л( — ^ + Л-Н«) , —

.. <1П я . ял я ял , ,11.140. х —-j—}—g- , «/=Y+-2"+2nÄ.

11.141. х=-^-+2я/г, і/=-^+2лт;

x = ^r-\-2nk, # = у+2л/л.

11.142. х=я ^2я ± , i/ = n^+Tj-Y

х = л(м-±), -У=я(2л±у).

11.143. ,ї = 2лл, у= я (2k +1 ).
11.144. Система разрешима в том и только в том случае, когда 

12а—sin a | «Si, и имеет следующие решения:

х = у+у (—1) arcsin (2а—sin а)+-g-,

У = ЗГ+у (—1)"+1 arcsin (2а —sin а) —~.

11.145. Система разрешима, если а< 0 или а^2, и имеет сле
дующие решения:

а ± У а2—2а . . а ± У а2— 2а
х = arctg-------- g----------- ЬлА‘ </ = arctg--------- - ---------- |-ял.

11.146. Если cos а = 0 (а=у4-лм) , то система разрешима

лишь при а=1 и имеет решения вида х = Ь, у = а—Ь, где b—любое 
действительное число. Если cos а # 0, то система разрешима тогда

Iо-l I ,и только тогда, когда ------- «S1, и имеет следующие две серииcos а
решении:

а , 1 а—1
%=-7г+-?г arccos--------2 1 2 cos а

а 1 а— 1х=-х—тг- arccos--------2 2 cos а

-nk,

—nk,

а 1 а— 1
y=-ñ — -ñ- arccos--------a 2 2 cos а

а . 1 а—1
ÿ=-ô-+-ñ- arccos--------a 2 1 2 cos a

-nk,

-nk.
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11.147. Система разрешима лишь при а —0 и имеет решения

-----g—я, y^{k — п)п.

11.148. х = (—1)"у+яя, У — {—l)ft+1 ^-І-яб;

Х=(—1)* + 1у-)-яА, (/==(— 1)" у-|-ЯЯ.

11.149. х —= у+я(Л+«). г/=-^ 4-м (А: —гг);

х == —у-|-л (£ + «), (/=— у+л(А-л).

11.150. х == —-)-2лп, у= ± у-)-2яА;

х == —у-{-2лп, г/= ± у+2л/г.

11.151. х= я , лп 5я яп , ,, ,
=Т+Т- ¡/=т-т+2л/г-

11.152. х =
лп ■ лк

“Т’ y= 2 ■

11.153. х == лп, </ = 2я/г;

х ==^+яп, (/ = у+2я1.

11.154. х == (—1)"+1 arcsin

У =
43= (—1)" arcsin 4g+n(rt+2ffz).

11.155. х-= у+я(/г + 2^), у — —Y+яя;

х^= arcsin /_ 4-я/ + 2лт, у = arcsin 1_ +я/.
/10 /ІО

11.156. Х--=у+я*. У==Т;

х= y = —у4-яга;

х == —g—|-яй, У=~з—Нлл’

11.157. х =
11.158. х =

= лп, y = nk.
= лп, У — (—l)n arctg 2 + я/г.

11.159. х== у-|~ял> У = (—l)"arctg /^2 + nfe;

х~=лт, y = (—l)m arctg 2-+-ЯІ.
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11.160. При о = 0 у—любое;x = -^-+2n«, 

при о = —1 //=2—л: + 2я/г, х — любое;

лпри а / О

л

и а ф—1 х = -2-+2л/л,

у- у+"А;

■+2я/.

11.161. х = -^-+лл

1 0+1
■ arccos —— 2а2

1 а-f- х =—arccos —=-2 2а

х =

1

1 o+li ,-пт, у — arccos-+---- 1-я/;J 2 2а 1
1 0+1, ,-пт, у =---- — arccos ■+---- ^я/.J 2 2а 1

11.162. х = пп, y = nk\
1 1 , 1 1 , ь х = -g-arccos-^-+лл, у= -^-arccos -^-+лй;

1 ( х — arccos I-

х =—g" arccos-^—|-лл, У — —arccos-^-+ля;

* = — у arccos (—у = — ~ arccos f—Â^+,

11.163. X = ^+2лл, (/ = 2лй;

13 
' 15

_ Зтт і л .
х = 2лл, У — ~2—г2л^

1 13х=(—1)«+і arccos -г?-|-2л/, £ = (—1)'л arcsin т=-)-л
ІІЭ 1 о

---[-ЛЛ, У— -g-c. V^VJO I .....

4)+лп-і/= у arccos(~T;+Jt

l , і 1 , t___і_тгл ii _  _  ЯҐРРпс __  —І—ТТЬ*

2
13 1

= (—I)"1 arcsin yg—¡—xczzî, у = (—1)/л + 1 arccos уг-|~2л

11.164. х=2лл, у=-2-+2л*;

х=у+2л/л, у = 2л/;

г 19 \ 7
х = (—1)" arccos I — 20 1 + 2л*. у =(— 1)” arcsin —■

7 ( 19 \х={— l)m arcsin 2ф+ллі,0 = (— 1)“ arccosl — )-

11.165. а=-2-+2лл, у——|-2лй; 

х=—у+2лл, (/==-2-+2л£.

11.166. х = (— 1)“ -2-+л/л, у=(— 1)т+1 у+я (2/ + 1)+я/,
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ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ XII

12.1. у (УА2 + Р-Л). 12.2 h У 5. 12.3. уУ/2-)-4/і2.

Ьс У 2 „ 2b]/R с ■'
6+с У г?-1-2/? 2

„ . 12.8. ab. 12.11. |/р2 + г2. 12.12. 3 сл и 4 сл. 12.13.^- и 4-

12.14. г + 7?± У/?2 —г2—2г/?. 12.15. ~ /3-2 (cos a-J-sin a) .

2 \ 3,2'4' (,n3+Z3 IT . 12.5.
c Уз

12.16.

12.19.

12.23.

. 12.17. otgy (l-tgy). 12.18.h )//i2 + l2 
/і+г

2R 4 5 я7-і-------2-т—,----- . 12.20. г, —r иг. 12.21, —. 12.22. -,
1 Ң-cos a-f-sin a 3 3 4 4

R2 sin 2a
1 + sin2 2a 

(a-HO2

144
23 cm. 12.24. 8 1 —19 cm. 12.25. sin a

,2.28. ,2.27. !£. ,2.28. ¿ . ,2.».

L 2 _ 2 /-
12.30. -^-(гяН-ЗУ"3). 12.31. ~ÿ~ Va2 + ab + b2.

.¡"(a+i)

12.32.y í/4tf2-r2 ± г/ 3). 12.33,

12.35.

12.38.

y г2—/-Я + /?2 '

(ft —Ó2

12.34, b sin a

sin 3a

----?2/t. 12.36. 4-сл. 12.37. —----—- .
4 j/ b2— ft2 3 2(/i — 2r)

2b sin 2a 1 , À a .. _.■--------------------- . 12.39. -Trtgatg-K-. 12.40. Основание рав-a 2 b 2 . .1 —sin 2atgy

b2но 6 см, боковая сторона 5 см. 12.41. (2a — b) У 4a2 — b2.16a2
12.42. 2 sin2 y cos a. 12.43. ctg2-^-. 12.44. -L^y^-L . 12.45. и

12

2 4'

при.46. y(3+/ 5). 12.47. y R и Ç1 — ) R. 12.48. Угол

равен arccosy. 12.49. у(/и-)-л). 12.50. Уб2 + be.

4_
25 '

be

основании

12.51. 4(a-ft + c). 12.52. 2¿>f Ç0— . 12.53. 2f5cM. 12.54 4
2 1 í>+c

12.55 2bh 12.56. mn
(ft+ft)2 '

15 В. Г, Болтянский и др.

УЗ. 12.57. (5 + г) j/l--£
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25
12.58. —см

ВО
ON

,2.59. / ■г.бо. 3: 1.12.e.. ( I +1 ) ,

=»(l+i). 12.62. ¿Л=і, ¿B=i » ¿C=|..

12.70.

12.63. 48 К бел2. 12.64. 16 см. 12.65. бел?. 12.66. и .

12.67. у, arasin у и arcsin у. 12.68. Уас. 12.69. 7? 1—'

ft (5 5) , J2.7Ï. -^Ç— ел2. 12.72. b sin a [sin2a + sin2 ß—

— 2 sin a sin ß cos (a + ß)]

— 2 sin a sin ß cos (a + ß)]

12.74. -K-la2 —62|tga. 12.75.

12.76. 3:5. 12.77.
ß

C0ST

и b sin ß [sin2 a + sin2 ß —

12.73. -^-(3 /2Г-8)сл2.
о

2 4
2 ел и 1 ел, у ел и у ел. 

12.78. 204 ел2. 12.79. 588 ел2

1680 ел2. 12.80. 1 -Ґ-t)-» ■ ,28‘-
i ______ * 9 іЛ 7 24

12.82. (S ± /$2-16Я4). 12.83. -■!---. 12.84. sin а=і—2^-.

12.85. ab
а + 2Ь . 12.86. 5:27. 12.87. бел и 10ел. 12.88.86. У£+Í?

12.89. ^+,Ь1 tg a. 12.90. 1:2. 12.91. 1:2. 12.92. 3. 12.93. у.
21а —6 I 

12.94. 5 ел. 12.95. я
т

н/г-У 3 :/2- У 3 .

12.97. 5ат/ ■. 12.98. b lÆ-ÍL_. 12.99. .
2 Г Si+S« ' 2а—b nsin2a

12.9S.

12.100. г/?2
R-r

12.101. 4 ,2jo2- (4 y3-v'

12.103. Задача имеет решение, если R < a <Ry 5, причем при 

R<a<2R и при a — R У~5 есть одно решение: у (2а—Р^б/?2—а2),
2 ___ __ —

а при 2R < а < R У~5 — два решения: у (2а ± р^б/?2—а4).

12.104 |/ 7?2 + r2 + ytfr. 12.105. а ]/(l+4) (і+4 

12.106. 2arcsiii [у (siny~sinт)] ' ,2Л074- 12108 А н 
2 18‘
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12.109. 12.no. -Д_(г-)-2Я + 2/Я2 + 2гЯ); решение

существует лишь при г < 4R.

к т- ЛХ/ І2Л1г-аг~>5Кг‘ Я- 12-"3-

13.1

ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ ХІП

И/3-і)

13.4.

з /з ' 

а2 (1 + /1)

13.2.

2а2
4 У 2

13.3.

e /з
13.8. (5 /"§+/22) Я.

а а Ѵ" 2 13.11. -7=Г И -4=^.
к 10 /35

13.14. sin а-и

2(1+ У 6)' 

(/6±1). 

3 /2 а2

13.5. ~(2я+3 /3). 13.6.3Я.13.7. Л(/б±1).

13.9. 13а
6 /5Ї '

13.10.

13.12. г /1+ /Я2—Зг2. 13.13.
25

bh
b+h

3 / 3cosa'

13.16 "tg^. 13.17.
/з 2

fi3 cos

За2
4 /1—2 cos a 

bh13.21.

13.24.

13.27.

)Atg»y-г
13.18..

12 /l-2 cosa

]3 ід із 20 3fl2/‘ (,l 3 cos a —° sin “)

6 + У 4/i2-362 
1863/i3

49 (a sin a+2/i /*3 cos a)2 

13.22. 2Я Ctgy Y1 —S’ c<22 У ‘ ,3-23- У

(Zi2 —б2) /462 —Z12 
a (2/ —a)

2 /3Z2—<

b3

. 13.25. arcsin

13.28.
7T

a (26—a)

2 "J/ b2—-g-a2

(тГ“ î) • 13.26.

13.29.

8 /З
Л

2
2 /1

13.30. sin yr- у 1 + 2 cos a. b z
13.32. 13.33. |/"SÎ+Sl+Sl

13.35.уУа2 + 62+А 13.36.

ft3 4
13.38. -jj ctg a ctg ß (tg2 a + tg2 ß) 2 .

13.37. sin 2a tg ß sin3 2ß

13.39. ah

13.40. урЯ2tgactg2у. 13.41. 2 sinк/
а + 2А+ /a2 + 2Zi2

1 + tg2 ß cos4 -
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13.42. 13.43.
2ctg^-+ У 2 ctg у + ctg 

13.44. 5 см. 13.45. Уa*+G4li*. 13.46.-5-(З /2+1 ± К10+6 УН)

и 4 (3 У1-1 ± / 10-6 У1) . 13.47. (±+±+Р

8

1 Vі
9

'“•(-г+т+І)’1- |ЗЛ9-

13.51, у 12 ctga + 2 tgy — tga|. 

2b3/i313.53.

13.57.

£
я 13.50. — (tga+2ctga).

13.52.
2ah

У 4/i2 + 9a2

,_____—. 13.54.27?/cosa. 13.55.4tf2. 13.56. 1.
3(/іа—62)У 26а—Л2 - 6

, -°b -. 13.58. X/Lí.13.59. m—n+p. 13.60^(8 /3+ /37).
У 2a2—6а 2 *

13.61. 3-ХЛ 13.62. 0 <
6/2

5 - ------- - ------- , 6

13.64. 4(1+ /1 tg ß- /1+2 tg2ß).

и r =

'5 

6 /"2
4 13-63-У

13.65. ■£-( J/a2+/i2—а).

2a13.66. ті У 16a2+2/i\15 13.67. +- / a2 + /i2. D 13.68. -г. 4
113.69. У4ab—a3—b3.
yi

13.70. j/p —y(a2-a6 + 62) .

13.71.1 + /у- 13.72. ---- 2Л------------ . 13.73. _.^(п + 2от)_
З / З (3 + 4 ctg2 a) /96а- 12а2

13.74. І (-/Í)- 13.75. У S¡—ySi. 13.76. 2 cos a.

.77. 4 / 2,

3.83. a У L
13.77

13.80.
9/3

— b3.

2 2

13.81 2a 
3 '

13.82.

2 cos a 
36 
4 '

13.84. 2 arctg

3a
13.87. 14

6 У aa+ca

13.79.

13.83

25
ac

13.88.

/ 5
13.85. arctg-t-——. 13.86. - r_ 4,

3 2(5/2±3)

Ож)“' ,3-89' Â(‘-7Tct8P)-

-cm.

13.90. Сторона основания равна ŸЗ/?2 ± /Э)?4—3Sa, бо

ковое ребро равно У/3/?2Т /9/?4— 3$2. 13.91. 3 /З см3.
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13.92. (26 /б2+4/іа— b2). 13.93. j/ y(a2+ô2+ /a4+6J—û2ô2).

13.94. pL(/s_i). 13.95 _^_ / 15ô2+4Z2. 13,96. y (l+ /б-/З).

13.97. 4- 13.98. -3b ■ 13.99. 2 sin4 a cos2 a. 13.100. 4-
О OD О

13.101. 4яа3 sin22a. 13.102. 4 я/?3 Ÿ1. 13.103. Z?2 и7?2.
З 3 5/5 5/5

13.101. Й1/ /і+і-І.

[4І±/‘

13.105. Зя/і2

13.106. 2 arcsin

6«13.108. 2(й2—1) ‘
2 
З

3 + 2 /2

13.109.

v~a
2яЯ6

Зг (7?-г)‘ 
Я 
З"

2(9+4/ 5)

. 13.107. r=ÿ 7?, Л=уЯ.

13.110. Л jf 2 (53 —7 /З).
48

13.111. -+СЛ. 13.112. г/5. 13.113.-4-131 »4. arcctg 2. 13.115. 44 •

13.116. " 1 - / ¿r. 13.117. (2+/3)г. 13.118. -4 (/21-3).
2/2 4

13.119. 1 + cos а
(З —cosai /7 —8 cos а + cos2 а).



РЕШЕНИЯ И УКАЗАНИЯ

РЕШЕНИЯ И УКАЗАНИЯ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ II

2.4. Некоторая операция а*Ь считается коммутативной, если 
для любых чисел а, b выполнено соотношение a*b = b*a. В част
ности, коммутативность вычитания означала бы соотношение а — & = 
= 6—а (получающееся заменой знака * знаком —). Но для любых 
чисел a, b это неверно (при а^Ь указанное равенство не выпол
няется). Аналогично разбирается случай деления.

Ассоциативность некоторой операции a* b означает, что для 
любых чисел а, Ь, с справедливо соотношение (а* Ь) *с = а * (Ь *с). 
В частности, ассоциативность деления означала бы, что (а:6):с = 
= а:(Ь:с). Но для любых а, Ь, с это неверно. Аналогично раз
бирается случай вычитания.

2.9. Сначала докажите равенство

0,00...01 =0,00...00999 ... 
k нулей fe+1 нулей

2.10. Пусть а и ß—два действительных числа, а < ß. Выберем 
такое рациональное число а, что а < а < ß (см. пример 16 на стр. 61). 
Затем выберем такое рациональное число Ь, что а < b < ß. Пока

с = а Ь —

Vжите далее, что число . иррационально и удовлетворяет

неравенству а < с < ß.
2.11 и 2.12. Доказательство аналогично рассуждениям, приве

денным при решении примера 13 на стр. 54.
2.13. Сначала докажите, что ?= ае. Чтобы доказать, что a¿+1 ?= 

5¿ aÄ + 2 (A=l, 2, ...), умножьте равенство ^ = 0,a1aâœ8 ... на 10*

и запишите результат в виде

л-10*?-73.а1а2.. .а* 
73 = =0, ak+i • • •

2.19. Воспользуйтесь равенством

1 1
1,00 ... 01 '

99 цифр 1Q100
10100 1 10200 Ю300

1= 1-11-
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j lOO цифр

IW 0,999Ï7?9

Другое решение:

1
1,00 :.. 01

99 цифр
Ююо

100
цифр

IO200
100

цифр

'0,999 ... 9"
200 цифр

0,99 ... 900 ... 0 
= 0,99 ... 9

200 цифр

100
цифр

100
Цифр

=0, (99 ... 900 ... 0) =

100
Цифр

= 0,99

100 100 100... 
900~Т~0997??~9007. ~09

2.20. Покажите, что если 0 < а < 1, то 
а < У а < 1.

2.27. Воспользоваться следующим преобразованием:

Ѵа + 2 /а-1=К(а-1)4-2 /WT +1 =

=K(7wt+7)"2=| /wr+i |=

1 +

(и аналогично для второго корня).

РЕШЕНИЯ И УКАЗАНИЯ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ III
Предварительное замечание. Пусть требуется до

казать, что для любого положительного числа а выполняется нера
венство

о-)---- ^2. (*)а

Неравенство (*), в силу условия а > 0 и правил действий с неравен
ствами, имеет место тогда и только тогда, когда выполняется нера
венство (а—1)2^0. Если неравенство (*) обозначить буквой А, то 
можно записать, что

А <—> [(а— l)2SäOJ.
Условимся о том, что запись

А > [В]
означает, что рассматриваемое в задаче неравенство А выполняется 
в том и только в том случае, когда имеет место неравенство В. Та
кие записи мы будем употреблять в данной главе в качестве указа-

к решениям задач.
3.4. 1. А [(а — 6)2+(а — 1)2-Н(й- -1)2 Ss 0].

\2 . 16 „2. 5а2— 6яЬ-|-5й2 = 5 (а—g-h ) + 5 bì-

3. А <-» [o2Z)2(o — Ь)23»0].

455



3.5. be — ad — bc — ac-\-ac—ad = c(b—a)—a(d—c) = (b— a) (c—a).
3.6. Л<-> [(a+|6y+(l-^y^o] .

3.8. А н[(Ка-Л)‘(П+П)г:О].
З.Ѳ. 1. Разложить (а-^-Ь)'1 по формуле бинома (или применить 

метод математической индукции).
. а3-{-Ь3 /a+bV 3 ,2. ------ =__(a+b)(o-b)2.

3. Ли [(a+b + 2 /ab)2 3=8 /ab(a+b)] <->
<->[(o + b)2 + 4 Väb (a+b) + 4ob3=8 /¡ïb (o + b)] <->

<-> [(a+b-2 /ró)23=0j.
ЗЛО. Разность между левой и правой частями неравенства равна 

(ак—Ьк)(ап-к— Ьп~к)- рассмотреть два возможных случая: о<Ь, 
а > b.

3.11. Использовать неравенства задачи 3.10 при ft = 0, 1, ..., п

и формулу 2 Сп = 2п. 
k=o

ЗЛ2. Возвести в квадрат.
3.14. 1. Л <—> [(.ѵ— (/)2 + (</— г)24-(г—х)2^0]; см. неравенство 

примера 3, стр. 86.
2. Задача сводится к предыдущей, если положить

ху = гъ xz = ylt уг = ху.

3. Перемножить неравенства

о( Зо2, Оо Зо^о3 

(см. задачи 3.14, 1 и 2).
4. Перемножить неравенства oîâ=3aâ (задача 3.14, 1) и 

3= 9о3 (задача 3.14,3).
5. Перемножить неравенства иі Зе Зо^^задача 3.14, 2) и CTjCT2^ 

З=9ст3 (задача 3.14,3).
6. Умножить обе части неравенства а2зЗог (см. задачу 3.14,1) 

на at3=0.
3.15.1 и 2. A W [(a — b)2 + (b — с)2 + (с—а)2 3=0].
3.16. 1-й способ. Обозначить х = а3, у — Ь3, г=с3 и исполь

зовать неравенство гг3+63 + с3^ Забс (см. пример 6, стр. 87).
2-й способ. См. неравенство Коши (13) при п = 3 (стр. 87).
3.17.1. Л <-> [(a.-)-bс) (aó + ùcос) Зг 9üóc] (см. задачу 3.14,3).
2. 1-й способ. Л <-> [о(Ь — c)2+ô(c—a)2-j-c (а—Ь)2з0].
2- й способ. Раскрыть скобки в левой части неравенства и 

трижды использовать неравенство вида х3у А-2гу^ y-ìxz, ÿ3=0, ко
торое следует из неравенства (2) стр. 80.

3- й способ. Пример 3.17,2 — лишь другая запись при
мера 3.17,1.

3. (o+b + c)3 —(a3 + b3+c8) = 3(a + b)(b+c)(c+a).
4. Л <->[(a+b-|-c)332(a-j-b-]-c)(ab-j-bc-]-ca)-(-9abc]; сложить 

неравенства, доказанные в задачах 3.14,6 и 3. '
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5. 1-й способ. Положить
y+z—x П x + z — y_ L y+x—z _

2 2 2 —C

и для случая a^O, b^O, cs=0 использовать неравенство при
мера 5 (стр. 86).

Если хотя бы одно из чисел а, Ь, с отрицательно, например, 
а < 0, то X > г + у, откуда х^г, х^у, и поэтому b^zO, с^О. 
Но тогда abc<,0 и неравенство xyz^Ss8abc очевидно.

2-й способ. Можно считать, что числа а, Ь, с (см. 1-й способ) 
неотрицательны, так как в противном случае, как показано выше, 
неравенство выполняется. Для доказательства в случае а^О, йЭ=0. 
с>0 достаточно перемножить очевидные неравенства

х2^х2- (у—z)a, у2^у2—(г—х)2, z2^z2—(x—y)2,

а затем извлечь корень из обеих частей неравенства.
6. Записать неравенство, доказанное в задаче 3.17,6, в следую

щем виде: o3S= (ах — йх)^ —2у)(а1 — 2z), или
о3 Ss о’ — oî (2х + 2У + 2z) + сті (АХУ + 4x2 + 4yz) —%xyz,

и т. д. [
3.18. 1. Положить X — —==r-, (/=-■■ , г = —-==■ и исполь-

/ а У b Ус
зовать неравенство x2 + y2 + z2^xy + xz + yz (см. пример 3, стр. 86).

2. 1-й способ. А 4-Ї [2ст£—70^2+ 90,^: о];
для получения неравенства, указанного в скобках, использовать 
тождества

X3 + у3 * + Z2 = of—3ojOä + За3, х2+у2 + г2 = о® — 2os.

2-й способ. Трижды использовать неравенство вида
а3 Ь3 а2Ь -(- ab2 (а^О, Ь^О)

(см. задачу 3.10).
3. 1-й способ. Применить неравенство

ї±|±-га, ‘/ѵ-

2- й способ. •’«-> [(-5-+4)+(г+т)+('Т+г)&6] ' 

см. (4), стр. 80.
3- й способ. Использовать неравенство Коши —Буняковского

(стр. 89): J ( (

a¡ — У а, at=y Ь, а3 = У с, bL — . &з= •

4. Использовать неравенство задачи 3.16.
5. Обозначить

«і =
Ь+с

*і =
а+с

2 ’ 1,1 2 ’ 
и использовать неравенство задачи 3.18,3.

fl-f- b
Cl=T
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6. 1-й с п о со б.
А <-> [(а + й) (а —6)2 + (& + с) (Ь — с)2-(-(с ¿-а) (с—а)2^ 0].

2-й с п о с о б. Левую часть неравенства можно записать так:
'‘•+‘+'»(гтї+гЬ+е-Ь)-3“

-i|(l4-c)-Kc+«)-K«+í)](¿í+i^+c-±i)-3.

Далее использовать неравенство задачи 3.18,3.
3.19.1. Л«->[(а3— а2Ь — аЬа-)-63) + (а3 — а3с—а^+с3) + (й3 — Ь2с—

— Ьс2+с3) Ss 0] <-> [ (а - &)2 (а+Ь) + (а - с)2 (а + с) + (Ь - с)2 (6 + с>0].
3. Сложить неравенство задачи 3.19,1 с неравенством примера 6 

на стр. 87.
4. Сложить утроенное неравенство задачи 3.19,1 с удвоенным не

равенством примера 6 на стр. 87.
5. Задача сводится к предыдущей.
6. 1-й с п о с о б.

а4 + Ь*^2а2Ьг,
Ь*-Ус*^2Ь2с2, 
с4 4-а4 2а2с2,

затем использовать неравенства вида (2), стр. 80.
2-й с п о с о б.

Л<-> [ о? —4oia2-j-2o2-(-3ffjCT8>0];

к неравенству задачи 3.17, в, умноженному на оп прибавить 2o23î 
бо^з (см. задачу 3.14, 2).

3.20. Возвести в квадрат; А <-> [bc+ad^2 У abed] ; далее исполь
зовать (5), стр. 81.

3.21„ а*-уЬ4^2а2Ь2, с4 + d4 2c2d2; далее использовать (5),
стр. 81. Можно также использовать неравенство (13), стр. 87.

3.22. Возвести в квадрат;
Л <-» |(а2—1) (1 — 62) < 0].

3.24. A <-»[afc — (а + ò)2 < 0)<-> [a2-b ah 4-і2 Ss 0J.
3.26. 1-й способ. Положить a=cos<p, 6 = sin <p; тогда

û + è=K2sln(<p+^-y

2-й с п о с о б.
|а + 6 У (а + 6)2= у 2(a2+b2) — (a—b)2^ /2 (аа-{-&*) = У~2.

3.26. Использовать неравенство a2-j- b2-¡-с2 Ss-i- (a-f-6+c)2 (см. за

дачу 3.15, 1).
3.27. Положить У~2а+1=и, У 2Ь-у 1=ѵ, У 2с+ l=w, тогда 

н24-а24-ге)2 = 5; далее использовать неравенство задачи 3.15, L
3.28. 1. а2+62=.і(а + 6)2+1(а-б)2^і(а+б)2;

(а + 6)2^с2.
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2. Применить к неравенству аг + № 1 с8 прием, указанный

в решении задачи 3.28, I.
3. См. 3.28, 1 и 2.
3.29. Возвести в степень « неравенство 

1('+¿y
> ti

3.30. Перемножить неравенства 
12 3 4_<^ _<_ 99 100.
2 3’ 4 5 ’ 100 101 “

1получим а < -j-gj—, где а — произведение, стоящее в левой части 
доказываемого неравенства; отсюда

а < У loi *о
3.31. Сложить неравенства вида 

1 , 1 1/1fl__ 1_\
\2ft 2k + 2/(2ft+Г)« "2ft (2ft+2) 2 \2k 2ft+ 2,

Тогда

(ft = l, 2......... re),

S,,< 2(2' ._l2—L_l.I A fi 1 •
1 )=

=lfl__ L_)
2 <2 2n + 2)

2n — 2 2ti ' 2n 2n-j-2
1

2re -f- 2,
3.32. 1. Применить метод математической индукции. 

Если имеет место неравенство (l+a)ft > 1 —f-a/г, то, умножив это не
равенство на 1+а>0, получим

(l+a)ft + 1 > (1 +ak) (1 +a) = 1 +(fe + I) a + k-a* > l+a(ft + l).
2. В разложении бинома (1 +a)" все слагаемые положительны, 

если a > 0.
з.зз. А-Нп+?п+---+^< 1+т+і+-

1 !
1

2n~l

< l+-5"+92+---+97¡+---=2-2 1 2і'’"' 2"
3.34. По формуле бинома Ньютона 

< , 1 ,,,,«(«-1) 1 i ге(ге —1)(ге —2) 2. .і.
ЧТГ; =1 + 1+-Т2~1.2.3 цз-н---

, п(п — 1 )... (п — ft +1 ) 1 , , п (re — 1).. .2-1 _ _1_ 
1-2...ft 'refe' 1-2...re ’ re"
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Отсюда 1 J > 2 и, кроме того,

0+ñ) < 2 + 21+ЗІ+-+^Г< 3 

(см. задачу 3.33).
3.35. В силу неравенства Коши (13), стр. 87,

/а1Й2...0„.

Далее, aya,, (для k = 1,2, ...,«) (см. задачу 3.5). Поэтому

(<№. .л„)2 = (axar¡) (оаап_!) ... (апа3) Ss (а1аІІ)п,

или \/ахаг.. ,а„ / OjO,,.
/;+14/n+i_"<'1+i>/(?+ïF

3.36. - у пП+1 ■■

/?(П+І) Г/ Г л(л+1) Г о= /(■+!) 4 < /I-1
при л^З (см. задачу 3.33).

3.37. При л^2 имеем у/п> р41 = 1 (свойство 10, стр. 79).
Неравенство pòi < 1 —— сводится к следующему:

У л

Использовать 3.32,2: а = ——, k — 2; имеем 
Ул

('+Л>,+^4>'+004=-

3.38. —~ Ò при А = 1, 2, ..., л —1, отсюда
У А Ул

1 11-
/2 уТ У п

Проверить, что 
1— <2/Т-2 /А-1 • (А=2, 3, .... л).

3.39.

' ат ап ' ’ ат ат
рассмотреть два случая: о^І и 0 < а < 1.

> л—— ,
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3.40.

-+0+¿)+(‘44)j:

далее использовать неравенство предыдущей задачи.
3.41. Л2<а|<В2 (ft = l, 2, .... п).
3.42. от<^<Л4 (fe = l, 2, ..., п), откуда (6* > 0)

п п п
mbk <ак< Mbk, т 2 bks£. ак^М 2 ьк- 

ft=l fe=l ft=i

3.43. 1-й способ. Воспользоваться неравенством Коши —Бу- 
няковского (стр. 89).

2-й способ. Рассмотреть неравенство -g- (ак— at)2^:0 
/г =?5= Z

(суммирование производится по всем k и I от 1 до п и таким, что 
/г I). Сложить это неравенство с равенством

( 2 = 2 “*+ S akai-
\ft=l / ft=l ft=#í

3.44. Левое неравенство доказывается с помощью неравенства 
Коши (стр. 87) для чисел

_1_.
(h’ а*’ "" а,,’

среднее неравенство доказано (формула (13), стр. 87); правое можно 
доказать на основе неравенства предыдущей задачи.

3.45. Рассмотреть тождество

2 = 2 2 а^-
fe=l / ft=l ЬчЫ

3.46. 1. Возведением в квадрат свести к неравенству Коши — Бу- 
няковского ((15), стр. 89).

2. Возведением в квадрат свести к неравенству

2^-2 &>2акЬк, 
ft=l ft=l ft=l

которое вытекает из неравенства Коши — Буняковского (если |я|3г 
=&|Ь|, то 1 а I Ь).

3.47. Выражение 4 (от2—m¿+1mft_i) есть дискриминант квадрат
ного трехчлена OTft+1x2 —гот^х+от*-!- Поэтому достаточно показать, 
что этот трехчлен принимает при всех действительных х неотрица
тельные значения.
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РЕШЕНИЯ И УКАЗАНИЯ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ V

Б.20. Если А (х-і, 0), В (х2, 0), С (0, у0)—заданные точки, то 
трехчлен должен иметь вид а (х — хх) (х—х2). Поскольку график 
должен проходить через С, имеем aXjXì — уа. Коэффициенты искомого 
трехчлена ох2+6х+с определяются формулами

Уо fr=_ Уо(*і + *а) 
Х1Х2 ’ XjX2 с=Уо-

5.21. Если А (Xj, ÿj), В (х2, уг)— заданные точки (х2 Xj), то 
искомый трехчлен должен иметь вид

ахг + Ьх 4- с = а (х—Хі)2 + уі-

Так как график должен проходить через точку В, то o(x2—Xi)s + 
Н-Уі = У2. откуда

„_ Уа-Уі - ._ _(Уі — Уі)
(Xs-xJ2’ (-Xa —Xj)2

, х?(Уа — Уі) 
С-^+ (Х2- X,)2 ■

Заметам, что а 0, так как ух / у2.
5.34. См. пример 2 на стр. І22.
5.37. Положить уі=Хі — а, Уъ = х2 — а. и использовать пример 2 

на стр. 122; положить г1 = х1 —ß, г2 = х2 —ß и использовать задачу
5.33.

5.38. См. задачу 5.37.
5.38. Предположение о противном приводит к противоречивому 

неравенству (рх— р2)2 < 0.

РЕШЕНИЯ И УКАЗАНИЯ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ VI

6.2. 1-й способ. С помощью бинома Ньютона или методом
математической индукции доказать, что если а и b — целые числа, то 
для любого л = 0, 1, 2,... число (а+ yrF)"-)-(a — —целое,

2-й способ. Числа У~ b и a— f/^b являются корнями квад
ратного уравнения X2 — 2ах+(яа—6) = 0 с целыми коэффициентами. 
Далее применить результат примера 6 на стр. 168.

6.3. Доказать, что если многочлен / (х) делится (без остатка) на 
многочлен А (х), то корни многочлена А (х) являются корнями 
многочлена / (х).

6.4. См. пример 9 на стр. 166.
6.8. Сначала доказать, что число 1— является корнем дан

ного уравнения.
6.9. Сначала доказать, что число 1— является корнем дан

ного уравнения.
6.10. Пусть при делении многочлена f (х) на многочлен <р(х) мень

шей степени получается частное А, (х) и остаток /?,(х), т. е.

/(x) = Aj (х)<р(х)+/?, (х).

Из этой формулы следует, что если у многочленов f (х) И ф (х) есть 
общий корень, то он является корнем многочлена Rx (х), степень ко
торого меньше степени многочлена ф (х).
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Поделив ф (х) на Ri (х), получаем
Ф (х) => Аг (х) R¡ (х) + R3 (х),

где степень многочлена R3 (х) меньше степени многочлена Ri (х), при
чем общий корень многочленов ф (х) и Ri (х) (а значит, и f (х)) яв
ляется корнем многочлена R3(x). Продолжая такой процесс, получим 
в данной задаче многочлен 7?., (х) второй степени. Отыскав корни мно
гочлена Rt (х), нужно проверить, какие из них являются общими 
корнями многочленов / (х) и ф(х).

6.11. См. указание к задаче 6.10. __
6.12. 1-й способ. Показать, что если хх— корень многочлена 

Xa + X +1, то х| = 1.
2-й способ. х3,л-(-х3,,+1 х3^4-2 = х3т — 1 х(х3''—1)-|-

-|-хг(х3/'— 1)+хг-|-х-Ь 1. Далее воспользуйтесь тем, что хзк—1 (ft—• 
натуральное) делится на х3 —1 (а значит, и на x2-j-x-)-l).

6.15. См. первое указание к задаче 6.12.
6.17. Докажите сначала, что хх-(-х2-(-х3 = 0, и воспользуйтесь 

тем, что а3Z)3 + с3—ЗаЬс делится на a-j-ft-|-c.
6.18. Пусть хх, х2—два положительных корня, х8—третий корень. 

Тогда (х—хх) (х—х2) (х—х3) = х3—ах3 — Ьх—с, откуда с = х1х2х3, и 
потому х3Э=0. Но тогда Ь= — (xjXg + XxXj-l-XjXs) < 0, что противо
речит условию.

6.25. Так как / (с) = 0, то

/(яг) = / ('«)_—/ (с) = (от"—с") + ах (яі"-1—сп-1)+... + а„_1(яі—с).

Далее воспользуйтесь тем, что целое число тЯ—<Я делится на целое 
число т — с при любом натуральном q.

6.27. Воспользоваться равенством

(а2 + 62) (c2 + d2) = (ac-¡-bd)2 + (ad — be)2.

6.31. Используя результат задачи 6.28, покажите, что многочлен 
f (х) можно представить в виде

f(x) = a0 í(x — a,)2 + ft2] [(х —a2)2 + ft2]. . .[(х—а„)2 + 62].

Остается применить результат задачи 6.27.
6.34. Методом математической индукции доказать, что х"+х'21+х"

— целое число для любого /¡ = 1, 2. 3,...
6.35. Если Сі,с2,..., сп — попарно различные корни многочлена 

/(х) степени п, ТО /(х)=Й0 (х — Сі)(х — с2).. . (х — с„). Из условия 
/ (Сн + і)—1 находим

_________________ 1_______________
0 (сп + і — сі) (сн + і сг) (еп + і с/і)

6.36. 1-й способ. Заметим, что если многочлен Р (х) степени
п — 1 принимает в точках с2, с3...... с,1+1 соответственно значения

di .......^и±і—Éh t то многочлен f (x)=dx + (x—cx)P(x)
C2 Ci C3 Ci + l Cl
удовлетворяет условиям задачи. С помощью этого замечания методом 
математической индукции легко доказать существование многочлена, 
удовлетворяющего условиям задачи. Единственность следует из теоремы 
5 на стр. 148.
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2-й способ. Пусть Р/г(х) (где k—любое из чисел 1, 2,... 
.... я+1)—многочлен степени п, принимающий во всех точках 
<?!, са,..., с„, кроме с/,, значение 0, а в точке c/¡ — значение 1 (см. 
задачу 6.35). Тогда cZjP!(x)-|-daPa (x)-|-...-l-d„ + 1P,J+1(x) —искомый 
многочлен.

РЕШЕНИЯ И УКАЗАНИЯ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ VII

7.13. Данную функцию представить в виде
( —2, если х<—1, 

і/= -I 2х, если —1 <х<1,
V 2, если X > 1.

7.14. Данную функцию представить в виде
( 2х-)-2, если —1<х<0,

— 2х + 2, если 0 < х< 1.
V 0, если IX I > I.

7.81. Полагая в первом уравнении 2x+l = Z, получаем /(/)+ 
+ 2g(Z) = Z—1, т. е.

f(x) + 2g(x)=x-l. (1)

Из второго уравнения заменой -—получаем / (г)+£ (z) = -—j- 
г # 1, т. е.

+ = при x¿l.

Решая систему уравнений (1) — (2), находим

(2)

ZW=-
-4х+1

. £(*) =
X2 — Зх+ 1

1 — X , X I.

7.83. Полагая в первом уравнении 2x-¡-2 = ¿— 1, получаем 
/ — 3

-, 4x+7 = 2Z+l,

Z(Z-l) + 2g(2Z-|-l) =
Z-3

Z(x-l) + 2g(2x+l)=^.

Решая совместно это уравнение со вторым уравнением исходной си
стемы, находим

Z(x)=i(7x+ll), g(x)=-l(3x+7).

7.84. В первом уравнении сделать замену
4x + 3 = 2Z+l.

7.85. В первом уравнении сделать замену
- Зх—!=/ + !•
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7.86. Во втором уравнении сделать замену

—£-г = 2/-1.
х+1

7.87. Полагая х=-у ПРИ х # О, получаем

/(4-)+2/ю=4-,
т. е.

2,«+'(т)"т-
Решая совместно это уравнение с исходным уравнением, находим 

Z W = при х # 0.
7.88. Сделать замену х = -і-.

7.89. Сделать замену |

Зх—2 t
7.90. Сделать замену — ¡ • /

РЕШЕНИЯ И УКАЗАНИЯ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ IX

9.16. Ввести новое неизвестное / = 2ха + 3х.
9.17. Ввести новое неизвестное t = x2 — 2х-(-4.

6 / 54-х
9.19. Заменив неизвестное по формуле /= у §_х > получить

, 2 iуравнение i—/" = 1,
9.20. Записать уравнение в следующем виде: ^/х + ¡¡Хх -|-1 = 

= — р/х+2, затем возвести обе части полученного уравнения в куб. 
Получится уравнение у/х (х +1 ) (х2) = х -|-1, являющееся след
ствием заданного.

9.21. Записать уравнение в виде
|2-|/j¿+2| + |3-/r+2| = l.

9.22. Заменить уравнение системой с двумя неизвестными 
!í= £/78+ х, ѵ= ^/259—X (ср. стр. 320—322). Получится система

i u-j-v — 7,
)íP + U4=337.

При решении системы ввести неизвестные ztu=u-j-v, І—UV и 
воспользоваться равенством и4 + о4 = ю4 —4ща/-|-2/2.

9.35. Использовать равенство 3 —|/"8 = •

9.37. Записать уравнение в виде (5*+51 -*)3 = 63.
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9.38. Записать уравнение в виде (2л' + 2-л')3 = J.

9.50. 1-й способ. Заданное уравнение равносильно уравне
нию 104_А = х— 3. Последнее имеет единственное решение х==4, так 
как при X > 4 выполняются неравенства 104-* < 1 < х—3, а при 
х< 4 — неравенства 104-А> 1 >х — 3.

2-й способ. Заменой г = х —3 уравнение приводится к виду 
z+lga.= l. Так как обе функции г, lg г (а значит, и их сумма) яв
ляются возрастающими, то это уравнение может иметь не более одного 
корня. Очевидно, что этим корнем является г=1, т. е. х = 4.

РЕШЕНИЯ И УКАЗАНИЯ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ X

10.24. Исходная система распадается на две системы:

I X — г/ = 0, ( х2+уа+хр = 61,
1(* + 1) (У+1) = 12 1(л-+ 1)(У+ 1) = 12.

10.25. Ввести сначала неизвестные и=х-\-у, ѵ = ху, а затем 
неизвестные и + и = ш, uv=t.10.27. Ввести неизвестные х-¡-у = и, ху = ѵ и использовать фор
мулу X6 + ys. — иь. — 5u3t'-|-5ио2 (см. стр. 320, формула (55)).10.28. Ввести неизвестные и = х-\-у, ѵ — ху и, исключив ѵ, по
лучить уравнение ц4—8«3 — 9«2 = 0.10.29. 1-й способ. Возводя в квадрат первое уравнение и вы
читая (из полученного уравнения) удвоенное второе уравнение, при
ходим к уравнению (х2 —г/2)2 = 0. Это уравнение является следствием 
исходной системы; из него получаем, что либо х = у, либо х=—у.

2-й способ. Введем новые неизвестные х + у = м, ху = ѵ. 
Тогда система примет вид

ií2—2v = u, (1)
1и1—4и2ѵ + 2о2 = -^-м2. (2)

Возводя уравнение (1) в квадрат и используя (2), приходим к урав
нению ы2 = 4п2, откуда и — ±2ѵ, и т. д.10.32. Положить x-ì~y = u, х — у = ѵ, а затем почленно разделить 
уравнения (или из первого уравнения вычесть второе, умноженное 
на 5). Тогда получим и = 5ѵ и з- = 1.

10.33. Из первого уравнения вычесть второе; в результате по
лучается уравнение (х—у} (x + ÿ-(-l) = 0.

10.34. Складывая и вычитая уравнения системы, получить систему

Í (X—у)(х2 + ху-1-(/2-9) = 0, 
l(x+ÿ) (X2-X//+Í/2-11) = 0,

равносильную исходной.10.35. Из данной системы исключить члены, содержащие у2, 
а затем решить уравнение {xy)‘¿—-1 lxf/+18 = 0.10.37. Положить х+(/ = и, ху = ѵ. Второе уравнение преобра
зуется к виду 4ц2 = 9п2.10.38. Положить (х—-у)2 = и, x+í/ = o и исключить и из системы. 
Получится уравнение o3 = 7;t.
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10.89. Положить и = х-\-у, ѵ — ху. Тогда система запишется в виде

'ѵ(и2-2ѵ)~и2, (I)

' 2иѵ (и2—Зо) = и3. (2)

Если « = 0, то из (1) получаем o=0. Если же н^0,.то, вычи
тая из уравнения (1) уравнение (2), поделенное на и, получаем

4
и2 = -g- и2, и т. д.

10.40. Возводя оба уравнения в квадрат и складывая, получим 
после упрощений (х2—і)(у2—1) = 0. Но x25¿1 в силу второго из 
данных уравнений. Поэтому у2=1, иТ, д.

10.41. Запишем систему в виде
Іх (х2 — 16) = //(г/2 — 4), (1)
I Sx" —у2—4. (2)

Возможны два случая: 
лив (1) на (2), получаем

и х=0. а) Если х/0, то, разде-

5х
16

(3)

Подставив низ (3) в (2), приходим к уравнению 31х4 + 33х2—64 = 0, 
64откуда ха=1, Xі- 31 (в этом случае исходная система не имеет

действительных решений), б) Если х = 0, то у2 = 4.
10.42. Ввести новые неизвестные « = *-}-//, ѵ = ху и преобразо

вать систему к виду
Í и (и2—2о) = 5,
)о2 (и2 —2о) = 20,

откуда получить соотношение

У = -

10.43. Ввести новые неизвестные
х~2у

ху
х+2у -и, -ѵ, а за-

2
тем решить две линейные относительно — и — системы.

у X
10.44, Ввести новые неизвестные х+-^-=и, —у = ѵ. Полу

чится система
J и2—и — 2 = 0,
|ѵ2 —2о—3 = 0.

10.45. Подставляя у = ах-\-Ь в уравнение х2—-ÿ2=I, получаем 
ха(1-а2) —2а6х-(1+52) = 0. (1)

Исходная система будет, иметь при любом действительном значении Ь > 
действительные решения в том и только в том случае, когда урав
нение (1) будет иметь действительные корни (так как уравнение (1) 
вместе со вторым из данных уравнений образует систему, равносиль
ную исходной). Дискриминант уравнения (1) О= 1 — а2.
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Если — 1<а<1, то D = 6a + (1 — а2)>62э=0, и потому уравне
ние (1) имеет действительные корни при любом действительном Ь. 
Если I а | = 1, то при Ь = 0 уравнение (1) не имеет решений.

Если [ а I > 1, то при й = 0 имеем D < 0. Поэтому в слу
чае I а I Sì 1 найдется b (именно 0 = 0), для которого исходная си
стема не имеет действительных корней.

10.46. Очевидно, пары чисел (1; 0), (0; 1), (—1; 0), (0; — 1) 
образуют решения данной системы уравнений.

Покажем, что если хотя бы одно из натуральных чисел т, п 
отлично от единицы, то других действительных решений система не 
имеет.

Пусть (.ѵ0; Уо)—действительное решение системы, отличное, от 
указанных выше четырех решений. Тогда 0< | х„ | < 1, 0<| у01 < 1 и 

í*ol2+l i/o Is = *1+4 = 1- (1)

Используя свойства степени с натуральным показателем (см. стр. 238), 
можем записать, что

ко Р = ЛІ ^ЛІ'П, (2)

1 Уо І2 = Уо ^УоП’ (3)
причем хотя бы в одном случае неравенство —строгое, 
вая (2) и (3) и учитывая (1), получаем

Склады-

х02т+^я<1. (4)

Но данная пара чисел (х„; у0), по предположению, образует 
системы и, следовательно, должна удовлетворять второму 
нию системы, т. е.

^ + ^ = 1,

решение
уравне-

(5)

что противоречит условию (4).
Полученное противоречие и доказывает, что данная система не 

имеет никаких действительных решений, кроме решений (1; 0), (0; 1), 
(-1; 0). (0; -1).

10.47. Рассмотрим два случая: х = у и х£у. В первом случае 
система имеет следующие два решения:

Покажем, что если х ■£ у, то решений нет.
Из второго уравнения системы заключаем, что

JC F 0, у £ 0, (1)

а из первого уравнения, в силу (1), находим

к|<1. ІУІ<1- (2)
Так как имеет место (1) (ху 0), то либо ху<0 (х и у имеют раз
ные знаки), либо xÿ>0 (х и у — числа одного знака).

а) Предположим сначала, что ху<0. Тогда либо х>0, у<0, 
либо JC<0, у>0. Пусть, например,

х>0, у<0. (3)
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(4)

Записав второе уравнение системы в. виде
1 __ £2(7/7+71 + 1) 1 __ уИт + 71 + 1)

^2//Г+ї у2т +1

в силу (2) и (3) получаем, что левая часть (4) положительна, 
а правая — отрицательна и, следовательно, второе уравнение не 
удовлетворяется. Аналогично рассматривается случай х<0, у>0.

б) Пусть теперь
ху>0. (5)

Условие (5) с учетом 
в следующих случаях:

ТОГО, ЧТО х jí у, может выполняться только

х<у<0,
y<x<Q,
0<х<у,
0<у<х.

Пусть имеет место (6). Тогда

Х2п +1 < (/2л +1 
И

1 1 
|у2тя + 1 £2/7) + 1

Сложив (10) и (11), получаем
у2/7 +1 I - ____ S' 7(2/7 + 1Л ^2/77+1 У

(6)
(7)
(8) 
(9)

(10)

(11)

1
х2т +1 ’

т. е. второе уравнение системы не удовлетворяется.
Аналогично можно показать, что и в случаях (7), (8), (9) второе

уравнение не удовлетворяется.
10.48. Перемножить уравнения.
10.51. Сложить уравнения и найти ху, хг, уг.
10.54. Сложить уравнения и найти x-j-y-j-z из уравнения

(x+ÿ+z)2 — (х-[-{/ +z) = 6.

10.55. Выразить из второго и третьего, уравнений у ч г через
X и подставить в первое.

10.50. Из первых двух уравнений выразить х и г через у и 
подставить в третье уравнение.

10.57. Из второго и третьего уравнений выразить х и у через г 
и подставить в первое уравнение.

10.58. Записать систему в следующем виде:

ху , хг 15

уг і ху_^0 
X “і" г 3 ’

I
xz , #z_13 
у ' X — 6

и решить ее как линейную относительно , хг ■ уг
У ' X '
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10.59. Первое н третье уравнения системы запишем в таком виде: 

(3х-у)(9ха + 3ху+у2) = 13^,

Зх-у=±. (I)

Отсюда находим 9ха— 10ху + уа = 0 и. следовательно, ~ — 1 или

—. Если х=у, то из (1) следует, что
У У

x = ¿ = y. - (2)

Подставляя выражения для хну через z из (2) во второе уравне
ние исходной системы, получаем z=yg. Аналогично рассматривается 
случай у=9х.

10.60. Разлагая левые части уравнений на множители, а затем 
складывая, находим (x + y + z)a = 9, и т. д.

10.61. Из тождества

(х+у+г^хЗ + уЗ+г’+З^+у + г) (ху+хг+уг) — Зхуг

найти хуг ——4, затем решить кубическое уравнение I3— іг — 4Z + 
+ 4 = 0'(см. замечание на стр. 324).

10.63. Положить y + z = u, уг«=о, а затем исключить из системы х. 
Получится система

I и2—4и —о+1=0,
[ и2 — 4и + о + 5-=0,

из которой находим о=—2, а затем «t = l, «2=3.
10.64. Если одно из неизвестных равно нулю, то равны нулю

и два других неизвестных. Если хуг # 0, то система равносильна 
следующей системе:

и т. д.
10.65. Введем новые неизвестные

x + y+z = u, xy+xz + yz = o, xyz = w.

Тогда мы получим систему относительно и, и, ш, имеющую следую
щие два решения: (6; 11; 6) и (—6; 11; 6). Таким образом, исходная
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система распадается на две' системы:
* + y + z = 6, 

xy-j-xz-}- уг= 11,
xyz±=&,

x-j-y-f-z — — 6,
xy + xz+yz=ll, 

хуг = 6.
(1)

В силу теоремы 7 на стр. 322 первая из них имеет шесть решении: 
(1; 2; 3), (1; 3; 2), (2; 1; 3), (2; 3; 1), (3; І; 2), (3; 2; 1). Для 
решения второй нужно, согласно той же теореме, рассмотреть 
кубическое уравнение /? + 6/а +11Z—6 = 0. Покажем, что это урав
нение имеет только один действительный корень и потому вторая 
система (1) не имеет действительных решений. В самом деле, квад
ратный трехчлен /2 + 6/ + 11 положителен при всех і, и потому при 
t <0 имеем /=! + 6/2+11/—6 = f (Za + 6Z + ll) —6<0. На полупря
мой же />0 функция /? + 6Z2 + llZ—6, очевидно, монотонно возра
стает и потому многочлен /3 + 6/2+11/— 6 имеет ровно один дей
ствительный корень, Легко проверить, что этот корень не является 
кратным (так что два других корня не действительны).

10.66. Легко проверить, что при я = 0 система не имеет решений. 
Пусть а 0, тогда хуг # 0, и поэтому исходную систему можно

записать так:

Из этой системы находим —=——— , и т. д.X 2a¿
10.67. Прибавить к обеим частям каждого из уравнений по еди

нице. Далее систему записать в следующем виде:
( (х+ 1) (у+ 1) = 8,
{ (ÍZ+1) (2+ 1) = -2, 

V (2+1) (х+ 1) = -4,

а затем перемножить уравнения.
10.68. Приравнивая левые части уравнений, выразить утлг через

з
X. Подставляя z = 2x, і/ = ух в первое уравнение, получить урав
нение 4х = х3.

10.69. Записать систему в виде

и найти отсюда ху ' xz' yz’
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10.70. Система
(x+2ÿ)3= 100, 
(у + 2z)2 = 25,

х+У+г = 8,

первые два уравнения которой получены сложением и вычитанием 
первых двух уравнений исходной системы, равносильна исходной 
системе. Эта система распадается на четыре линейных системы.

10.71. Возводя первое уравнение в квадрат и вычитая полу
ченное уравнение из второго уравнения, находим

2ху — Зхг + бу г = 54,

откуда, в силу третьего уравнения,
ху — 2y2 + 3yz = 27. (1)

Умножив далее первое уравнение на у и вычитая полученный резуль
тат из уравнения (1), находим 27 —9у = 0, у = 3. Остается решить 
систему

у = 3, X — 2y-J-3z = 9, 3xz = 4y2,

которая является следствием исходной системы, и произвести проверку.
10.72. Решая третье уравнение как квадратное относительно у, 

находим у——г и у=—2z, и т. д.
10.73. Положим х-\-у = и, ху — ѵ, Тогда систему можно записать 

в следующем виде:
( и — l=z, (1)

«2-2v + 3 = z2, (2)
I м3— 3uo-(-29 = z3. (3)

Из (1) и (2) находим (и —1)2= и2 —2о+3, откуда получаем
о = и-)-1. (4)

Исключим из системы г. Для этого умножим (1) на (2) и, учитывая
(3), получим

(и —1)(«2—2о+3) = и3—Зпо + 29. (5)

Из (5), в силу (4), находим и = 5. Остается решить систему
х + у = 5, ху = б.

10.74. Ввести неизвестные х-\-у = и, ху — и. Исключая г из системы 
M-J-z = O, и2 — 2ѵ—z2 = 20, и* — 4u2u~f-2v2— z1 = 560,

найти из этой системы о = —10, а затем аг = 3 или мг = —3, ит. д.
10.75. Запишем систему в следующем виде (xyz 0):

( 5xy+xz = -g-(x + y + z), (1)

4
ху+уг=-^(х+у + г), (2)

гх+гу = -^-(х+у + г). (3)
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Складывая уравнения (1) и (2) и вычитая (3), получаем

xy=ÿ(x+y+z). (4)

Аналогично находим
í/z = x + íz-)-z. •• (5)

zx = y (x+ÿ+z). (6)

Разделив (4) и (6) на (5), получаем

' г = 3х, у = 2х. (7)

Остается подставить z и у из (7) в одно из уравнений исходной 
системы.

10.76. Полагая х+у = м, ху—ѵ и исключая г из системы, полу
чаем

u = y(u2-2o), (1)

н=-|-(и’—3«о). (2)

Из (2) следует, что либо и = 0 (и тогда о = 0), либо

Подставляя (3) в (1), получаем уравнение 

ыг — 15ы -J-14 = 0,
и т. д.

10.77. Если (х0, у0, г0) —решение данной системы, то при любом t 
набор чисел (tx0, ty0, iz„) также образует решение этой системы. 
Пусть х=0; тогда из системы находим, что y = z = 0. Если х $£ 0,

и z -то, положив = —=ѵ, из первого н второго уравнении найдем,
что 1 + и = V, и2-(-ое= 13, откуда

u¡—2, о1 = 3, (1)
и2=—3, ѵг=-2. (2)

Из третьего уравнения следует, что

2(1+о3) = 7«». (3)

Остается лишь заметить, что набор чисел (1) удовлетворяет уравне
нию (3), а набор чисел (2) не удовлетворяет этому уравнению.

10.78. Раскрывая скобки в левых частях уравнений и вычитая 
из первого уравнения сначала второе, а затем третье, получаем

(х-у) (х+у-1) = 0, (1)
(х —zj (x + z—1) = 0. (2)

Уравнения (1), (2) вместе с любым из уравнений исходной системы 
образуют систему, равносильную исходной системе. Исходная система
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распадается на следующие четыре системы:
1) ( х —у = 0, 

х — г = 0,
(х-1-í/) (х + г) = х;

3) ( х + у—1=0,
¿ х—г = 0,
V (*-|-у) (х + г) = х;

2) f х —у = 0,
■j х + г—1=0,
V (х+У) (х + г) = х; 

4) ( х+у —1=0,
•J х+г —1=0,
V (х + у) (х+г)=х.

10.79. Раскрывая скобки в левых частях уравнений и вычитая 
из первого уравнения второе, а затем из второго третье, получаем

Í (х—у) (х+у —2z—1) = 0, (1)
1 (у-г) (у+г-2х-1) = 0. (2)

Система (I) — (2} вместе с первым уравнением исходной системы обра
зует систему, равносильную исходной.

10.80. Запишем систему в следующем виде:
ху = х + у —г,
Л'2
т х—у + г,

(1)
Уг = У—х+г.

Сложив все уравнения, получаем

х+У + г=ху+^-+-^-. (2)

Подставляя (2) в систему (1), находим

2у= ху + ^-,

о , хг2х — ху +~2~-

(3)

Систему (3), равносильную исходной системе, можно записать так:

10.81. Рассмотрим два случая: хуг = 0, хуг & 0. В первом слу
чае хотя бы одно из чисел X, у, г равно нулю.

Из системы следует, что если одно из чисел х, у, г равно нулю, 
то по крайней мере одно из оставшихся чисел также равно нулю. 
Если х = у = 0, то га = 3г; если х = г = 0, то у2 = 2у; наконец, если 
у = г = 0, то ха = х.
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Пусть теперь хуг. ¿ 0. Из системы видно, что нн одно из чисел 
Х-\-у, x + z, у-|-г не равно нулю. Разделив сначала второе уравне-

У гние на первое, а затем третье на первое и положив -^- = и, — = ѵ,
получим

ы + о__
Т+Б“ 2и,

ll-f-V

1 “I- и
=3о,

откуда находим и=-^-ѵ, азатем о= —у-, «= —у- Подставляя

найденные значения у=— у и г=>—у-в первое уравнение исход
ной системы, найдем х, а затем у и г.

10.82. Умножая второе уравнение на г и вычитая из получен
ного первое уравнение, находим хг2—— 2 —г2, откуда

х = 2 +г2
(1)

Из третьего уравнения имеем

15У = (2)

а из второго уравнения, в силу (2), находим

15
хг 2хг і= — г. (3)

Подставляя х из (1) в (3), после преобразований получаем уравнение 
гі_9г2 + 8 = 0. Находим корни этого уравнения, а затем из (1) 
и (2) определяем X и у.

10.83. Умножая первое уравнение на у, второе на х и вычитая 
полученные уравнения, находим

8г2х — 4г2у = 0. (1)

Так как в силу третьего уравнения г jé 0, то из (1) следует, что 

у = 2х. (2)

Исключая с помощью (2) у и г из первого и третьего уравнений, 
получим уравнение

Зх’-)-Ібх3 —64 = 0. (3)

Уравнение (3) имеет два действительных корня: xt = —2 и х2— 
2 Л „= ——. Остается наити соответствующие значения у и г из уравнении

/З
ÿ=2x, xyz=8.

10.84, Обозначим
и = х+р + г, ѵ—ху-\-хг-\-уг, w=xyz,-
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Тогда данную систему уравнений можно записать в следующем виде:
( a2u — av-j-w—a3 — d, (1)

■{ tfiu — bv-\~w —-b3 = d, (2)
V c2u — cv + w—c3 = d. (3)

Если мы найдем и, v, w из системы (1) — (3), то искомую сумму 
можно вычислить, используя равенство

■*3 + í/3 + z3=3w+i¿ (и2 — Зи). (4)

Решим систему (1) — (3) относительно и, v, w. Вычитая из уравнения 
(1) уравнение (2), а затем из уравнения (1) уравнение (3), получаем 
(после сокращения на отличные от нуля множители Ь — а, с'—а)

I v— (а + 6) « + a2-J-û6 + fc2 = o, (5)
I v — (a-j-c) n-j-a2-f-ac-|-c2 = O. (6)

Из (5) —(6) находим
и = о+Ь+с, u = oè+fcc + cc. (7)

Подставляя найденные значения и и ѵ из (7) в (1), получаем w= d-j- 
-j-abc, а затем'иэ (4) определяем .ѵ3-j-í/3 + г3.

10.85. Запишем систему в следующем виде:
х2+«/2=1хі/г,

29
' ÿ2+z2= Тохуг' 

z- + x2 = хуг.

Складывая первые два уравнения и вычитая третье, получаем
ÿ2=-|-xyz. (1)

Аналогично находим
г2 = у хуг, (2)

*2 = ^х</г. (3)

Перемножив (1)—(3), находим

(хуг)г = (хуг)3,

откуда xyz = Q или хуг = 10, и т. д.
10.86. Рассмотрим два случая: xyz — Q и хуг / 0.
В первом случае хотя бы одно из чисел х, у, z равно нулю.

Пусть, например, х = 0. Тогда из системы следует, что уг = О, т. е. 
хотя бы одно из чисел у, z равно нулю. Если x = y — Q, то система 
удовлетворяется при любом г. Итак, система имеет решение вида 
(0; 0; с), где с—любое число. Точно так же установим, что тройки 
чисел (а; 0; 0), (0; ó; 0), где a, b—любые числа, образуют решения 
системы. • ■
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Пусть хуг Ф 0. Тогда, умножая первое уравнение на х, второе 
на у и третье на г, заменим исходную систему следующей равно
сильной системой:

13
х2у2 + х2г2 = -^- хУг<

■ х2у2 + у2г2 = -^-хуг, 

х2г2 + у2г2 = хуг.

Складывая первые два уравнения и вычитая третье, получаем

х2у2 = ^-хуг. (1)

Аналогично находим
х2г2 — ^-хуг, (2)

у2г2 = ^хуг. (3)

Перемножив все уравнения (1) —(3), находим хуг, и т. д.
10.87. Из рассмотрения системы следует, что хуг ■£ 0. Умножая 

первое уравнение на ху2г2, а второе на ух2г2 и вычитая одно из 
другого, получим

4г(х — у) = 0. (I)

Так как г 0, то из (1) следует, что у = х, и т. д.
10.88. Умножим второе уравнение на у, третье на г, первое 

оставим в прежнем виде, а затем решим полученную систему отно
сительно х2у2, у2г2, г2х2. Будем иметь систему

У2г2= -^-хуг,
2 (1) 

г2х2= —2хуг, 
х2у2= — 2хуг.

Эта система является следствием исходной системы. Перемножая 
уравнения системы (1), получаем хуг = 0 или хуг=—2, и т. д.

10.89. Из вида системы заключаем, что хуг £ 0. Напишем систему 
в следующем виде:

' X2 + ZZ2_Z2= 

ÿ2 + z2 —х2 = О)
г2 + х2 — у2 — ■ 21хг

Сложив первое и второе уравнения системы (1), затем первое и 
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третье и, наконец, второе н третье, получим систему

(2)

Зху ,, Зуг
Z 1' X ’

3ху 21xz
2 У '

Зуг 21хг
X У

Эта система равносильна исходной системе. Система (2) приводится 
к следующему виду:

( 2хуг = 3х2+3г2,
] 2хуг = 3у2 — 21г2, (3)
\ 2хуг = 3у2 — 21х2.

Система (3) равносильна системе (2), если хуг 0. Из второго и 
третьего уравнений системы (3) находим

z2 = x2, (4)

а затем, используя (4), из первых двух уравнений системы (3) полу
чаем

у2 = 9х2,
н т. д.

10.90. Из системы видно, что хуг ?= 0. Умножая первое уравне
ние на X, второе на у и вычитая одно из другого, получаем

откуда

— —il 
У X

3 / ч у (а-»/),

(X -у) 0.

Из этого уравнения находим, что либо і/=х, либо у=—2х, либо 

У= — у. и т. д.
10.91. Перенося во всех уравнениях хуг в правую часть и решая 

систему относительно X3, у3, г3, получаем

( Xі = хуг-і-2,
•I 1?=ху2 — 3, (1)
V г2=хуг+3.

Перемножая уравнения системы (1) и полагая xyz = t, находим 
i3 = (t + 2)(Z— 3) (Z-j-3), или 2/г—9Z—18 = 0, откуда /-, = 6; /2 = —, 
Далее из (1) находим х, у, г.

10.92. Вычитая из первого уравнения второе, а затем из второго 
уравнения третье, получаем

(х—«/)(х+у+г) = 3,
(у—z) (x-(-ÿ+z) = 3,

откуда следует, что х=2у— г, и т. д.
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10.93. Вычитая из первого уравнения заданной системы третье 
уравнение, получаем х2—г2 = 2у(х — г), откуда

х = г, 
или

х+г — 2у = 0.

(1)

(2)

Сложив все уравнения исходной системы, находим 

(х+0+ г)2 = 4.

Исходная система распадается на 
х = г

х+у + г = 2, 
х2 + 2уг=1, 

х+г —2у = 0, 
х+// + г = 2, 
х2 + 2уг — 1,

следующие четыре системы:
( х=г,

•j х + у-|-г = —2,
V х2 + 2уг=1,
( х+г—2у = 0,
{ х + у + г=— 2,
I х2 + 2уг=1.

10.94. Вычитая из первого уравнения системы второе уравнение, 
получаем

(x-y)(x+¿/—г) = 0.

Исходная система распадается на две системы:

( у2+хг = 42, / у2+хг = 42,
{ г2+ху = 60, (I) { г2 + ху = 50, (2)
V х = у, к г = х+у.

Обратимся к системе (1). Это система равносильна системе

( у2+уг — 42, (3)
] г2 + //2 = 50, (4)
1 х=г/.

3
Решая систему (3) —(4) как однородную, находим у=-j г или у =

=—7г, а затем из (3) определяем г1 = 4'/'2, га——4)^2, г3=1,
г4 = —1, и т. д.

10.95. Умножая уравнения заданной системы соответственно на 
у, г, X и складывая, получаем

Зу+5г—х = 0 (1)

Если умножим уравнения исходной системы соответственно на г, х, 
у и сложим, то найдем

Зг+5х—у — 0. (2)

Система (1) —(2) дает
у=—2г, х=—г. (3)

Подставляя у и х из (3) в одно из уравнений исходной системы, 
получаем г2= 1, н т. д.
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10.9Ѳ. Умножая уравнения заданной системы соответственно на 
(х—У)> (У — г)> (г— .ѵ) и складывая, получаем

z = 3x — 2у. (1)

Уравнение (1) является следствием исходной системы. Подставляя (1) 
в исходную систему, получаем однородную систему

I х2 + ху + у2 = 7, 
I З.ѵ2 —Зху+у2=1,

и т. д. 
10.97.

имели бы
Заметим, что Z5¿/, так как в противном случае мы

t —12~ I3 (Z#0),

что невозможно.
Учитывая, что г ;£ і, выразим из первых двух уравнений хну 

через г и і:
2—t 
г—i'X

а затем подставим найденные значения х и у в третье и четвертое 
уравнения. После сокращения на г — і, получаем систему

I 2(г+/)-г/ = 5,
} 2(z24-zZ-H2)-z/(г + /)=14. ѵ ’

Полагая в системе (1)
г+/=о, 

zt = w
и решая систему, находим

о = 4, ю=3.

Далее из системы г+/ = 4, г/=3 определяем Zi = 1, t, = 3; 
z2 = 3, /¡¡=1, и т. д.

10.98. Составляя разности второго и третьего уравнений, а также 
второго и четвертого, находим

(</-x)(z+Z) = 0,
(Z-х) (у+/) = 0,

и т. д.
10.99. Складывая все уравнения, получаем

(л — 1)(a'i-J-x2+ + хп)— 1 + 2.+ ... -)-п = ■ — ,

откуда

*i + *2+ • • (О

Подставляя (1) в й-e уравнение исходной системы 
получаем

(k = \. 2, ... , л),

л(л+1) 
\ 2(л—1) k.
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10.100. Вычитая из первого уравнения второе; получаем

3x2(Xj — Хз)=Хг — х3,
откуда следует, что либо x2 = ÿ, либо х^Хз.

п 1 7Пусть x2=-q- , тогда из первого уравнения находим X! = xt+ -я- , 3 3
что невозможно. Итак, х1 = х3.

Аналогично, рассматривая вторсе и третье уравнения, находим 
х2 = х4, и т. д.

Итак, если система имеет решения, то должны выполняться 
условия

х,=х3 = х5 = х7 = ..., (1)
х2 = х4 = х„ = х8=... (2)

Вычитая из предпоследнего уравнения последнее, получаем
Хі=х„_Р (3)

Рассмотрим два возможных случая:
1) п — нечетное число. В этом случае из (1), (2) и (3) находим

Х-, = Х2 = Хз=... = Х„ = Х. (4)

Взяв любое из уравнений системы и используя (4), будем иметь 
Зх2 = 2х+2, откуда

1 ± /7 
* = -^— •

2) п — четное число. В этом случае имеем

Хі=Хд= ..^Хн-^Х, х2 = х4 = ...=х„ = у.

Исходная система сводится к одному уравнению
Зхі/ = X -(- у 2

и имеет бесконечно много решении.
т- а + 2 / 1 \
Если X — а, то У — зд _ i ( а ¿ у ) •

10.101. Положить р/х = н, р/// = о. Получится система и+о=3, 
кв ув — 65. При решении системы положить ы + £і = иі, иѵ=і и вос
пользоваться равенством

u6-¡-tie = te>e— -(-Эю2/2—2/?.

10.102. Записав первое уравнение в виде
• у = 2 /2- /2xÿ,

после возведения , в квадрат получаем

Ла+У2 = 8 —8 Уху+2ху. (1)
С другой стороны,

х2+у2 = (х+у)2 — 2ху. (2)
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Возводя второе уравнение исходной системы в квадрат, находим 

х + (/=4 —2/iÿ

п после возведения в квадрат получаем

V (х + г/)а=16—16/'iÿ-|-4xÿ. (3)

Из (I), (2) и (3) следует, что /xÿ = 1, и т. д,
10.103. Положить

У ’
тогда первое из данных уравнении приводится к виду 

2/а —5¿+ 2 = 0.

10.104. Записав заданную систему в следующем виде:
' (у + г/У-2(|/^згі + д.-) = 3 ’ 

3(ѵ+г')-2(}/*?-л+л:) =3

и решив систему
( и3 — 0 = 3,
I За — о = 3,

где
и=у+У> о = 2 (/л-2— І+л),

получим
Н£ = 0, Оі=—3; «2 = 3, оа = 6.

к виду

Если о= —3, то, преобразуя уравнение 

2(/^Т + л)=-3

2 +Л-2 —1 = _2х—3, (1)
13а затем возводя обе части (1) в квадрат, находим х=—Этот ко

рень является посторонним для уравнения (1).
Если о = 6, то из уравнения У х3 — 1=3—х получаем х = 

5 ,а затем, решив уравнение 5- -f-i/ = 3, находим 
Зу

Уі —
9+ / 21

Уг'
9— /21

3 '

10.105. Записать систему в следующем виде:

' (ѵ + ^)2+2^^^-х)=3'
(у+у)+(/хН1-х)=°.
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10.106. Возводя уравнения системы в квадрат и складывая, по
лучаем

7Q-2(x2-\-y2) = (x + y)2. (1)

Перемножая уравнения исходной системы, находим

/8[16+ (Х + </)2], 

откуда после возведения в квадрат будем иметь

(X - у)2 (X+у)2 = 8 [ 16 + (ж+ у)2]. (2)

Система (1) —(2) является следствием исходной системы.
Полагая (ху)2 = и, (х — у)2 = ѵ, запишем систему (1), (2) в сле

дующем виде:
I 76=2и+о,
| uo=8 (16 +a). 1 7

Система (3) имеет два решения:

и, =32, г?! = 12; аг = 2, о2 = 72.

Задача сводится к решению систем вида (х+у)2=?а, (х—у)2 = Ь и 
проверке найденных решений.

10.115. Вычитая из первого уравнения второе, умноженное на 
3-1-з.ѵ, находим х = 3у— 1. Подставляя это значение для х в первое 
уравнение, получаем уравнение 8• З1 ~У = 11 у—3, которое имеет 
только один корень //=1, так как функция z = 8-3*~J' —убывающая, 
а функция z= 11//—3 —возрастающая.

10.116. Решение аналогично решению задачи 10.115.
10.161. Пусть ѵ2, v2, V—соответственно скорости парохода, лодки, 

течения реки (в кл(/чяс), s—расстояние между пунктами А и В 
(в км).

Условия задачи позволяют написать следующую систему урав
нений:

2s S
3(о,- v) 3(о2+о)’

S ! s s—20
ÜJ — V 1 О, + О О2 + V

S S
1.2(0, —о) 2(3о2+о)’

Из первого уравнения находим о, = 2у2+Зо, а из третьего получаем 
о, = 3о2+2о," откуда о2 = о, о1 = 5о. Подставляя найденные выраже
ния для оа и о, во второе уравнение, определяем s=120 км.

10.163. Пусть о,, ѵ2, ѵ3 — соответственно скорости 1-го, 2-го и 3-го 
велосипедистов (в км/час), s —расстояние от А до В (в км), / — иско
мое время.

Первое условие задачи может быть выполнено в двух случаях: 
а) второй и третий велосипедисты находятся через полтора часа по 
разные стороны от первого велосипедиста; б) через полтора часа вто
рой и третий велосипедисты встретились. Этим случаям соответствуют
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следующие уравнения:

»ü + S-y »з> (Іа)
3 3
_oa4-2-o:l = S. (16)

Второе условие задачи дает уравнение
s —2ѵ3 = о14-ог. (2)

Требование задачи выполняется также в двух случаях: а) второй 
велосипедист через I часов оказался между первым и третьим; б) через 
( часов первый и третий велосипедисты встретились. Этим случаям 
соответствуют следующие уравнения:

2/o2 = s —/o34-¿o,, (За)
/o,4-¿o3 = s. (36)

Система (Іа), (2), (За) дает решение /=3 (часа). Система (Іа), 
9

(2), (36) дает решение /=^- (часа). Система /16), (2), (За) дает ре
шение / = 1 (час). Наконец, система (16), (2), (36) снова дает реше
ние / = 3 (часа).-

10.164. Пусть о,, о2, о3 — скорости течения реки соответствен
но на участках СВ, AC, DC, и —скорость лодки в стоячей воде, 
s— расстояние от А до С. Используя условия задачи, составляем 
систему уравнений (s = ¡¿):

Из этой системы нужно

Обозначим
Ек
и

U 1 “ 7
U — i'j 1 и — ѵ2 ' 2 ’

и 17
u + ví

и
U —

и + Ѵ2
+-ï—=

и — ѵ3

12’

=4.

определить величину

и . и
ы4-уз ' ы4- v¡. '

о, 03= х,. — = хг, — = х3 и ы

(1)

Тогда система (1) примет вид

1 4 I 7
1-х, 1 1-х, 12

1 J, 1 17
14-х, I

1
1 l+x2
, 1

І2

1-х, 1I 1—X3 =4.

(2)
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Первые два уравнения системы (2) можно запивать так:

(
2 — (*і + *г)=V [ 1 — (^ -F ) + * Al.

17 ' <3>

2 + А + х2)— lg [1 +(*і+*2) + *ЛЬ

Решая систему (3) как линейную относительно z1 = x1+x¡¡ и z2 = x1x2, 
находим

{
*і +Л2=_б" ’

1 W

*А = у.Так как по условию v¡ < ѵ2, то х2 < х2. Учитывая это, из (4) полу-
1 1чаем х1 = -у, х2 = -х-, а затем из третьего уравнения системы (2) на- 

3
ХОДИМ Хэ = -р- .

Следовательно,
11

l-f-л'з 1 —j-JCj 8 часа.

10.165. Пусть и — скорость лодки в стоячей воде, tij и ѵ2— ско
рости течения соответственно в 1-м и 2-м потоке (в км/мин), s — 
расстояние (в км) от А до В.

Т огда -
S

U-)-ѵа 
S

и — v¡ 
S

2и — ѵ,

s
« + f| '

s
U —v2~

s
2u — V,

21,

70,

= 12.

(1)

S sВ задаче требуется найти —. Полагая — — х, ѵі~ = У’ -==г,
запишем систему (1) в виде

X = 21,

= 70,

= 12.

1+2 1 +1/ 
X X

X X
~2^~2^і

(2)

Освобождаясь от знаменателей в системе (2); получаем 
( х(у — z) = 21(l + í/+z+yz),
4 х(у — z) = 70(l— у—г+yz), (3)
V х(у — z)= 12(4 — 2у — 2г-\-уг).
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(4)

Из системы (3) палу чаем
( 21 [I -Ь (у + г) + yz] =70 [1—(y+z) + yzj,
1 21 [l+(ÿ + z) + yz] = 12[4 — 2 (у-|-г)-|-уг].

Решая систему (4) как линейную относительно у-\-г и уг, получаем

откуда следует, что

У+г 12- í/z-12

У = -3 . г = т.

Наконец, из (3) находим
5

х ——=420 мин=7 часов, и

10.166. Пусть s — расстояние от А до В, ѵ—скорость течения, 
tix—собственная скорость лодки с мотором (в стоячей воде), ^ — ско
рость движения на веслах (в стоячей воде).

Тогда
‘ 3s s 11

4 (»1 + 0 4(ц3+ц) 6 ’
s . 3s 7

4(n1 + ü) + 4(vä + f) 2 ' 
25

(I)

l’x + f — U 12'
Требуется найти

Обозначим
Vt — V

fl = ѵ* у, ѵ
S S ѵ s

примет вид
( 3 I 11

4 (х + г) 4 (y-f-z) 6
1 i 3 7

4 (х + г) 1 4 (у+г) 2
, 1 25

(2)

(3)

(4)

S S

x+z x—z 12' '•
Решая систему (2) —(3) как линейную относительно—і— и * 

x-j-z у-j- z
получаем

1 _і 1 _13 
х + г — ’ у+г 3 ’

откуда
x + z = 1, 

3
É/+Z-Í3-

(5)

(6)
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Подставляя (5) в (4), находим
1 13

откуда
х-г .12’

12
13' (7)х —z =

Из системы (5) —(7) определяем у — , г = — , а затем находим иско
мую величину:

а _ 1 __*3_ ,(часа\ 
v2—v~y—z~2~ г 'часа>'

10.167. Пусть о—-скорость течения, р, — скорость лодди в стоя
чей воде, t)2 — скорость охотника, s —расстояние от А до В.

По условиям задачи составляем систему уравнений:

Pi + o ѵ2 7 ’ 
s s

(1)

и, — V V, 3

В задаче требуется найти 
Тогда система (1) примет вид

S — V V, ѵ2-------.Пусть — = х, — = у, ~=г.Ѵу — ѵ 1 S . S ° S

_1______ 1__ _3

х+у z~7 ’
1-1=4,
X г

J__ 1_1
У—X г ~ З’

Исключим из системы (2) х и у. С этой целью запишем систему (2) 
в виде

! 7гх+У = -

(2)

у-х--

'7 + Зг’ 
2

Г+4$>
Зг

:3+7z’

Вычитая из уравнения (3) уравнение (5), находим 

7 г Зг2х = / -j- Зг 3 —J— 7 z

(3)

(4)

(5)

(6)

X —
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Из (4) и (6) следует, что
7z 3z 

7 + 3z 3+7z
2z

I +4z ‘ (7)

Уравнение (7) можно преобразовать к виду 
59z2 -38z — 21=0,

откуда
19 ± 40 

2~ 59 '

Так как z > 0, то z=l, и тогда из (5) получаем у — x = Jq- Иско- 

s 1 10 zмая величина--------=------- = -^- (часа).
°і — ѵ У—х 3 '

10.168. Пусть — скорость парохода в стоячей воде, ѵ2 — ско
рость катера, V — скорость течения реки, s—расстояние от А до В, 
t—продолжительность рабочего дня.

Обозначим

Тогда

По условиям задачи

S = х, (1)—V
S

(2)Ѵі + Ѵ У»
s

(3)ѵг — ѵ
s

(4)Ѵг + Ѵ

( = 9(х+</) == 5(z + u). (5)

i хг/ + 'б
1

- 3 ’ (6)

5 1
(7)6 “ =" 3 •

Из (5), (6) и (7) находим « = -g-,

*+y = -g-. 

х+6(/ = 2,
, 2 ‘ 

г+5" = У'

(8)

(9)

(Ю)

Мы получили систему трех уравнений (8) — (10) с четырьмя неиз
вестными х, у, z, t. Не хватает еще одного уравнения. Это уравне
ние мы получим из (1)—(4). Дело в том, что неизвестные х, у, г, и 
не являются независимыми. Они связаны в силу (1) — (4) уравнением

2_ 2_=2__ і_
у х~ и г '
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или ^если учесть, что u=—

J___ 1__Д__ L
у — X ~~ 2 — г ’

Исключая нз системы (8) —(11) х, у, г, получаем 
45 15 5 5

18-1 2(/ —3) _ 2 1—2 ’

Уравнение (12) можно преобразовать к виду 
4/2 —12/=0,

откуда
¿¿ = 0, 1% — — 2, / 3 = 6.

Так как />0, то /=6.

(11)

(12)

РЕШЕНИЯ И УКАЗАНИЯ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ XI 
11.33. Уравнение приводится к виду

2 зіп3х+2|Л3 sin2x cos x— 3 sin х = 0.

11.37. sin х cos X (sin5x + cos6x — 2) = 0.
Уравнение sinBx+cos6x = 2 не имеет решений.
11.38. 4- sin3 2x ( — cos 2x) = cos 2x.

О
11.39. cos 2x(cos4x+sin1x-l-l) = 0
11.40. 2 tg22x+tg2x —і =0.
11.41. cos2xcos 8x = 0.
11.42. Cos 2x+cos 6x-|-cos 4x = 0. '
11.47. (sin 2x—cos 2x) (3 sin 2x+2 cos 2x) =0.
11.51. cos 4x+cos 2x=l, 2 cos2 2x + cos 2x—2 = 0.
11.55. sin 2x cos 2x = cos22x.

11.58. (cos x+sin x) (COS X — sinx — l) = 0, Xyi-^-.

11.61. sinx+cosx = /, /2+2/—3 = 0.
11.63. cos2x = /, /3 + /2 —<=0.
11.64. cos 2x(sin 4x—l) = 0.
11.65. sin 2xsin f x+-^-) = 2,

11.66. (cosx—sinx)(cos2x—sin2x) = 0.

11.67. (sinx+cosx) sin2x—2(

11.68. (cosx—sinx) 1-¿-sin x cos X—(sinx+cosx)] =0.
3 1

11.69. Два случая: a) tgx=l; 6) tgx>0, sin2x — -g-sinх+-£ = 0.

11.70. sin4x(2sin6x—1) = 0.

е+й)И'
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11.73. 3 (tg 3x + ctg 2х) = 4 (lgx+ctg 2x),
З 4

, 4(cos3x—cos x) + cos X = О,cos 3-ї cos x

cos X( sin2x

cos З.ї sin '2x

__ 1_
16

cosx

^ = 0, COSX / 0. 

' cos 3x11.74. _ ________
sin 3% cos2x sinx sinxcos2x’

а) eos3x = 0;
б) sin 3x-(-sin x cos 2x = 0, sin x (3 —4 sin2x+1 —-2 sin2x) = 0,

. „ 2 1 sin2x = -5-, cos 2x = —5- .

11.75. Sin X Sin X sin x cos 4x cos 3x
cos x sin3xsin4x cos x sin 3x sin 4x 
1 — cos x [ 1 + cosx 1 + cos x+ cos2x11 76 J ~ cos x I 1 ' cos x
1—sin x \ l-|-sinx l+sinx+sin2x 

(cosx—1) (sinx—cosx) (sin x+cosx+sin xcosx)=0.
11.77. sin 2x— cos 2x= J/ 2 cos 2x —-/-^ + |/3 ,

sin 2x— cos 2x= cos 2x+ sin 2x + J/ 3. cos 2x= —
/З

11.78. Умножить уравнение на sin-/ и преобразовать произведЄ'

ния синусов в алгебраическую сумму.
11.79. sin 2х (1+2 cosх)= cos х(1 +2 cos х).
11.80. 1 — cos2x=sinx—sin Зх, 2 sin2x+2 sin x cos 2x = 0.
11.81. Выразить sin Зх и sin 2х через sin х и cos х.
11.82. Использовать формулу sin 3х = 3 cos2xsin x— sin3x.
11.83. Использовать формулы

sin 4х = 2 sin 2х(1 —2 sin2x), sin 3х = 3 sin x—4 sin3x.

11.84. (sin x— cos x) (1 + sin x cos x + sin x + cos x) = 0.

11.85. sin2x=Z, sin'1x+cos4x= 1—— , Z2 + Z —1=0.

11.86. 2 cos x=cos 2x(l+cos2x), cos x (cos x cos 2x—1) = 0.
11.87. 2+4(1—2sin22x) = —тД:—,3sin 2x—4sin32x=l, sin 6x=l.

' sin 2x
/ 1__ / \3

11.88. Положить cos 2x=Z. Тогда cos 4x = 2Z2—1, sin °x=^—у j , 

i3—tì—2t=0.
11.89. cos2x=Z, Z?-~4i/2+2Z =0.
11.90. cos2x=Z, 4Z3 + 6Z2 —4Z =0.
11.91. Положить sin2x=Z и использовать формулу

З
sinex+cos’x= 1—^-sin22x (см. стр. 353).
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It.93. Использовать формулу

tg3x = tgxtg ( —x bgf-y+x ).

11.94. 1 -f- tg к + ctg x- 1 + cos x sin X 
cos X sin X

„ . , 1 + COS X sin X » , . „ . , 1SeC"X + tg X =--- !—, cosec2x + tg2X — ctg2X = -^-2cos^xcos-x
11.95. Использовать формулу

tg x+tg 2x —tg 3x= — tg x tg 2x tg3x.

11.96. Используя формулу tg4x — tg3x = tgx(l tg 3x tg 4x), 
привести уравнение к виду

(1 -|-tg3x tg4x) (4 tgx — tg2x) = 0.

11.97. Использовать формулу tg X+-Î-) = — ctg f x—

имеющую место при x 7= —|- kit выразить ctg x и ctg 2х через tg x.

11.98. Использовать формулу
tg"“(x—ï-)tg2(x+-ï-) = l (х^±-£-+яа)

и привести уравнение к виду tg4x=—4.
x о „ «, / sin 6х . \ п— =8 cos 2х, cos 2х —~----- 1 =0.\ sin 2х )

4 sin 4х sin 6х11.99. sin22x
11.100. (sin x—cos x) (2 +sin x+cosx+sin x cos xj = 0.
11.101. cosx(cosx —sin x+2 sin x cosx-j-l) = 0.
11.102. (sin 2x —cos 2x) (cos 2x+sin 2x+1) = 0.
11.103. Используя формулы

cos Зх = 4 cos3x—3 cos x = cos x (1 — 4 sin2x), 
sin 4x = 4 sinx cos x(l — 2 sin2x).

привести уравнение к виду cosx(sinx—. 1) (6 sin2x+sin x—2) = 0.
11.104. Использовать формулы

sin’x+ cos3x = (sin x+ cos x) (1 — sin x cos x),
1
/г

11.105. 2 sin 4x cos 2x —sin 4x = 2 cos22x — cos 2x,

cos 2x (2cos 2x— 1) (2 sin 2x—1) = 0.

11.106. sin 2x + sin 6x +1 + cos 4x = cos 2x + sin 4x,
2 sin 4x cos 2x+2 cos22x= cos 2x+ sin 4x, 

cos 2x (2 cos 2x— 1) (I +2 sin ?x)=0.

12x sin (x+^-) = sin x cos x (sin x+ cosx).
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11.107. sin x + 2 sin x cos я+ 4 sin2x cos л: = 2 cos x-|-cos2x— sin2x,
(2 cos x+1) (2 sin2x+ sin x — 1) = 0.

11.108. 4 sin xcós2x-)-2 sin х + З cosx = 1 +2 cos2x + 6 sin x cosx, 
2 sin x (1 +2 cos2x — 3 cos x) = 1 + 2 cos2x —3 cos x.

cos x cos 2x — sin x sin 2x sin 5x— sin x11.109.-
cos 3x

sin x cos 2x 
2 sin 2x cos 3x

cos 2x sin 5x

sin x sin 5x ’ 

cos 3x (sin 5x— sin 4x) = 0;

при проверке учесть, что cos 2х # 0, sin 5х # 0.
11.110. Используя формулы

Íg2x+ctg2x, tg2x^-2tg-Y
sin 4х

О__ +0-2 у
tg3*=tg*Tr3fcp

привести уравнение к виду
tg х (3 tg4 х —2 tg2x —5) = 0.

11.111. 1 —cos 2x+sin 2x-(-2 cos 3x (sin x+cos x) —2 sin x —
— 2 cos 3x = 0,

sin2x-f- sin x cos x — sin x+cos 3x (cos x + sin x — 1) = 0,
(cos x+ sin x— 1) (cos 3x+ sin x) = 0.

. я
/ \ sin т

11.112. Имеем ctgx+ctg í
sin

1 —tg2 x ’

xsin (j-x'j

Ÿ2 cos ^2x — y) — 1

1 -¡-sin 2x-f-cos 2x = 1 + УТ cos ^2x—.

Уравнение примет вид

2 sin 4x =2 K2 [yTcosf2x—Ì-VlL 
^2 cos(2x-i)-lj L k 4У J

sin 4x cos ^2x — =2 cos2 ^2x — — 1 = cos ^4x —=sin 4x,

sin4x J^cos ^2x—— lj =0, cos ^2x—

11.113. tgx=Z, Z2 —4aZ + a2+3 = 0,
11.114. Полагая sin x = it получаем уравнение /2— 6¿ + 4a2 —3=0, 

имеющее корни
Zi = 3 — 2 /з—a2, Z2 = 3 + 2/з^п2.
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Если I a I < |^3, то корни действительны, причем t2 > 1. Исходное 
уравнение, имеет решения, если т. е.

— КЗ —2[/3-оК1.

11.115. Положив sin x + cos x=Z, получим уравнение 
Z2 —2ß/У Z —6ß2 = 0, откуда Z1 = 3ß/y, Z2= — ßт. e. 
8Іп(х-(-У)=ЗВ, sin(x+-j)=-ß.

11.116. Положить sin X — cosx = Z.
11.117. 1—2-sin22x = a, cos4x = 4a —3.

11.118. cos2x=Z, Z2+(2ß + l) t— 2(2ß+l)2 = 0.
11.119. cos2x = Z, Z2-|-2aZ-)-1 =0.
11.120. Уравнение a cos x + 6 sin х + с = 0 имеет решения, если 

с2=йа2+62; уравнение a tg x+6 ctgx+2c = 0 имеет решения, если 
a = 0, a также если a 0 и квадратное уравнёние oZ2 + 2cZ + 6 = 0 
имеет действительные решения, т. е. если с2ё=а6.

Если первое из рассматриваемых в задаче уравнений не имеет 
решений, то с2>а2+62. Но тогда заведомо выполняется условие 
с2 > ab (так как а2+62ё= ab), откуда следует, что второе уравнение 
имеет решения.

11.121. Преобразовать произведения sin (х+а) sin (х + За), 
cos (х+а) cos (х+За) в сумму. Получится уравнение

[sin (х4-2а)—cos (х+2а)[ cos 2а =
= [sin (x+2a) + cos (х-|-2а)] cos (2х+4а).

Используя формулу cos (2x+4a) = cos2 (х+2а)— sin2 (x-¡-2а), запи
сать это уравнение в виде

[sin (х+2а) —cos (х + 2а)[ [cos 2а+І + sin (2х + 4а)] = 0.

11.122. 1-й способ. 1 — sin 2x = ctgx— 1,
cos X—sin X . .. . . , „icos X— Sin Х)2 = '------ :---------  , (cos X—sin X) (cos X Sin X—sin3x—1)=0.' sinx

■2-й способ. Выразить sin 2x и ctgx через tgx. Получится 
уравнение 2tg3x—3tg2x-(-2 tgx— 1 =0, имеющее корень tgx = l.

11.123. Положить cos 2x —^!"2^=Z, Z2 —Z—2=0.

11.124. Полагая х+-^=/, получаем

sin3 Z = sin Z —cos Z, sin Z cos2 Z — cos Z=0.

„ ,3 , X11.125. Выразить, cos X и cos2-^-x через Z = cos-g-;

4p_4/2_3/+3 = o,
(4Za-3)(Z —1)=0.
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.. п Зя X „ /Зх , я \11.126. Пусть -jg— ~2=У, тогда Зу = я— ( у+уд 1 і получаем
уравнение sin (я — 3і/) = 3 sin у. Далее использовать формулу 
sin Зу = 3 sin у—4 sin8 у.

X11.127. Умножив обе части уравнения на 8 sin-у, получаем
. 8х . X sin у = sin у.

Исходному уравнению будут удовлетворять те и только те корни 
этого уравнения, которые не являются корнями уравнения siny=0.

11.128. Использовать формулы
. , 3 sin X— sin Зх , cos 3x4-3 cos хSin3 X =---------- ;--------- , COS3 * X —-------------------- .

4 4

Получится уравнение 3 cos 2х+cos 6х = -^-, которое, в силу напи-
2 ’

санной выше формулы для cos3 2х, сводится к уравнению cos32x = 8 '
1.129. Преобразуя произведения sin ^ — — х^ sin ^у—Зх^ и

sin í y-J-xlsin I -y—j-3x ) в суммы, запишем уравнение в виде

sin cos 2х— cos 2я «)]+

4- sin ^.у-|-2х^ ^cos2x — cos ^-^--[-4х^ = 0. 

Выражая, далее, произведения sin ^у — 2х ) cos ^-у-— 4х) и 

sin ^y+2xj cos ^-y--T-4xJ через суммы, получаем уравнение 

cos 2х |_sin ---- 2х^-(- sin ^y-}-2xjj =

=у ^sin ^2х —у )-)-sin (л —6x/j +

+-ÿ [sìn 2х~y)+sin(л+6*)]-

Так как sin —2x^ + sin ^y+2x^=2sin ycos2x = ÿ~3 cos 2x, 

sin (я + 6х) + sin (я — 6х) = 0, 
sin ^2х—y)-}-s*n 2*—oos2x,

то уравнение можно представить в виде
cos2x^ cos2x+ÿ^=0.
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11.130. Применяя формулу 2ctg2œ-|-tg a = ctg а -%-J ¡
имеем

8 ctg24x-¡-4 tg 12x = 4ctg I2x,
4 ctg 12x+2tg 6x = 2ctgCx,

2 ctg 6x+ tg 3x = ctg 3x.

Таким образом, приходим к уравнению ctg3x = tg2x, или 
cos 5х _о

sin3xcos2x

11.131. Решая данное уравнение как квадратное относительно 
cos Зх, находим

„ cos’х ± V^cos8 х— cos2x 
cos Зх=-------------—X-----------------. ( t )

Если cosx = 0, то из (1) получаем cos3x = 0. Если | cos х | = 1, то из
(1) получаем cos3x=-£7, что, однако, противоречит равенству
I cosx| = 1. Наконец, если 0 < |cos х| < 1, то cos8x < cos2x и урав
нение (1) не имеет решений.

Таким образом, решения исходного уравнения обязаны удовлетво
рять сразу двум уравнениям: cosx = 0, cos3x = 0^ откудах=—-(-яп.

Проверка показывает, что значения х=-^-^-лп удовлетворяют

исходному уравнению.
11.132. Задача аналогична предыдущей.
11.133. Уравнение можно записать в виде

(sin x+cos'x) sin4x— sin3x cosx+s¡n2xcos2x-

— sin X cos3 X + cos4 X- = 0

Выражение, стоящее в квадратных скобках, равно 
3

(sin2x+cos2x)2—sin2x cos2x — sinx cosx
K2

1 —sin2 X COS2X— sin X COS X-
/2 '

Так как ¡ sin x cosx| , то

З ЗІ sin2 X cos2 Х-(-sinx COSX[<-J- < 1 '
V2 '

Следовательно, выражение в квадратных, скобках ни при каком х 
в нуль не обращается. Поэтому исходное уравнение равносильно 
уравнению

Sin X + COS х = 0.
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11.134. Обозначим sin2x = u, cos2x = o. Тогда задача о'нахождс- 
ини решений уравнения

sin2'" Х + cos2" X— 1
сводится к задаче о нахождении действительных решений системы 
уравнений

/ и2 + о2=1,
[ ы2"1 + о2" = 1.

Такая система (см. задачу 10.46) имеет действительные решения 
(0, 1), (0, —1), (1, 0), (—1, 0). Следовательно, исходное уравнение 
удовлетворяется лишь в том случае, когда либо | sinх| = 1, либо 
| cos х| = 1,

11.136.
нений

т. е. х=т.
Обозначив sinx=«, cosx=v, получаем систему урав- 

( н2 + ѵ2=1,

Эта система (см. задачу 10.47) имеет два действительных решения:
1

/2-’
и — ѵ~ 1

у 2"
и = и

Итак, получаем sin х= cos х, я = -^4_лл-

11.147. Так как |sin 2х cos у | < 1, то система может иметь реше
ния лишь при а = 0.

11.148. Из первого уравнения находим sin л = — (sin у jé 0,
так как в противном случае sin y=cos у = 0) и, подставляя во второе 
уравнение, после преобразований получаем 2 cos2 2у + 25 cos 2у—13= 
= 0, откуда cos 2і/=-2- . Тогда из второго уравнения получаем 

cos2x=ÿ. Система

Í cos

cos 2х=-у

является следствием исходной системы.
11.149. Преобразовать произведение cosх cosy в сумму.
11.150. Система равносильна следующей:

/ cos х+ cos у= 1,
1 1 COS X COS У — -£.

11.151. Из первого уравнения находим

cos(x+y) = 0, x+ÿ = y + n*; и т. д.
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11.152. Второе уравнение преобразуется к виду 
sin2 2х + sin2 2у = О,

откуда

Всякая пара чисел х, у вида (*) удовлетворяет первому уравнению.
11.153. Возводя уравнения в квадрат и складывая, получаем 

уравнение
sin^x-l-cos8x= 1,

являющееся следствием исходной системы и имеющее решения 

лп
Х~~2

(см. задачу 11.134).
Если x = Jik, то из исходной системы получаем sin у = 0, cosy=l, 

откуда у = 2пт.

Если х=-~-j-лЛ, то cosí/ = 0, siii(/= 1, откуда

Л I оУ = у+2лот.

11.154. Разделив первое уравнение на второе, находим
cos X = 2 cos у. ( і )

Подставляя (1) в первое уравнение, получаем после сокращения на 
cos у т=0 следующее уравнение:

3 sinx + 6 sin </ = 4. (2)

Система (1) — (2), равносильная исходной системе, аналогична рас
смотренной в примере на стр. 377.

11.1Í55. Сложив уравнения и преобразовав суммы синусов и ко
синусов в произведения, получаем уравнение

X — н/„ . х+н х4-іЛ а -cos—g-^3 sin cos-^-2J=0. (1)

Уравнение (І) вместе с первым уравнением исходной системы образует 
систему, равносильную исходной.

Уравнение (I) распадается на два уравнения:

а) cos  ̂= 0, X-у = л (2Ä+1); (2)

б) Х+У = 2 arctg-|+2лп. (3)

Остается выразить из (2) и (3) у через х, подставить первое 
уравнение исходной системы, а затем решить уравнения вида

а sinx + 6 cosx = 0.

11.156. Второе уравнение можно записать в виде

cos х — cos (х + 2у) = cos X, или cos (х+2у) = О,
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откуда

. *=у—2у+яп. (1)

Подставляя х из (1) в первое уравнение системы, находим 
tg2y + sin 2ÿ = sin 4у,

sin 2у(1 + cos 2у — 2 cos22y)—О,
и т. д.

11.157. Второе уравнение можно записать так:
sin (2а—у) -f-sin (/ = sin у, 

или sin (2х —1/)=0, откуда
у = 2х — nk. (1)

Подставляя у из (1) в первое уравнение системы, получим уравнение 
4 tg 3a = 3 tg 4х.

Выразив tg За h tg 4а через tgA, после преобразовании приходим 
к уравнению

tg3 A(tg4 а + 7) = 0,

откуда tgx = 0, а —ял.
11.158. Первое уравнение записать в виде

(2 cos a — tg ÿ)2 = 0,

а затем подставить tgÿ = 2cosA во второе уравнение.
После преобразований получится уравнение

sin a (sin a-f- cos А+1) = 0.

11.159. Первое уравнение запишем в виде-
2 cos a sin у cos у = sin2 у. (1)

Из второго уравнения следует, что sin у cos у £ 0. Поэтому уравне
ние (1) можно записать так:

tg у = 2 cos а. (2)

Подставляя (2) во второе уравнение исходной системы, получаем 
после преобразований

(sin А —СОЗ а) (2 sin А+ 1 — sin A COS А — cos2 а) = 0, 
или

(sin A —cosa) sin a (sin A — cosx + 2) = 0,
и т. д.

11.160. Возведя уравнения данной системы в квадрат и склады
вая, получаем уравнение

2а sin (A+ÿ) = 2а, (1)

являющееся следствием исходной системы.
Возможны два случая: а-=0, a jé 0-.
Если а = 0, то исходная система примет вид

1 1 Sin X — ,__ _ COSA=—=zz ,
Ч К 2 Ÿ 2
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откуда х==—+2л/г, а у может принимать любые значения. Если 
с 0, то из (1) получаем sin(x+y)=I, откуда

y=^+2nk—x. (2)

Подставляя у из (2) в исходную систему, находим

(1 + 0) sin (1+я) cosx=y^, (3)

Из (3) видно, что нужно отдельно рассмотреть случай я= — 1. При 
о= — 1 исходная система имеет вид

Í sin х = cos у,
| cos х= sin у,

откуда следует, что х+у==-у+2ял.

Если о #—і, то из (3) получаем x——-j-2nm, а затем из (2) .

определяем y=-j-j-2nl. Полученные решения удовлетворяют исход
ной системе.

И.161. Уравнение
о cos (2х + у) cos X = a cos (х + 2у) cos у,

полученное перемножением уравнении исходной системы, является 
следствием исходной системы. Это уравнение запишем в виде

2 [ cos (3-ї + у) + cos (х + у)] = 2 [cos (х + Зу) + cos (х+у)],
или

cos (Зх+у) = cos (х + Зу),
откуда либо

X—у = пк, (1)
либо

х+У = ^-. (2)

Если имеет место ;(1), то из первого уравнения системы находим
a cos Зу = cos y, откуда, используя формулу

получаем
cos Зу=4 cos8 у—3 cos у,

eos у (3a-¡- 1 —4a cos2 у) = 0,
или

Следовательно,
eos у (a +1 —2a cos 2y) = 0.

а)
я .y=-g-+nn,

б) У—± 2 arccos ¿ +Л/П.
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(1)

(2)

в левой

(3)

(4)

Если имеет место равенство (2), то из первого уравнения получаем 
cos у = 0.

Легко проверить, что каждая пара чисел (х, у), определяемая 
как формулами (1), (3), так и формулами (1), (4), удовлетворяет н 
второму уравнению исходной системы.

11.162. Запишем систему в виде '
4 sin (Зх+2у) = — sin X,

sin y= — 4sin(2x+3y)

и, перемножив уравнения системы (1), получим уравнение 
sin (Зх + 2у) sin z/ = sin (2x + 3y) sin x,

являющееся следствием исходной системы.
Преобразовав произведения тригонометрических функций 

и правой частях уравнения (2) в сумму, получим уравнение 
cos (3x+y) = cos (х+Зу),

откуда
X—у = яп

либо
2х+2у = nk

Если имеет место (3), то из первого уравнения исходной системы, 
получаем после простых преобразований

sin у (16COS2 2у + 8 cos 2у— 3)= 0.

Если выполняется равенство (4), то siny = 0.
11.163. Запишем систему в следующем виде:

(sin х + 2 cos у)2 + (sin у+ 2 cos х)2= 1,
(sin х-)-2 cos у) + (sin у + 2 cos x) = I.

Тогда исходная система распадается на две системы:
sin х + 2 cos у= 1, Í sin х + 2 cos у = 0, 
sin у + 2 cos х = 0, I siny + 2 cos х = 1.

Каждая из этих систем является системой того же вида, что и си
стема, рассмотренная в примере на стр. 377.

11.164. Представить систему в виде
I (3 sin x —cos у)2 + (3 sin у —cos х)2 = 4,
( (3sinx—cosy) + (3 sin у— cosx) = 2.

11.165. Решая второе уравнение как квадратное относительно 
sin x, получаем

sin х= — cos у ± — (1 —2 siny)2. (I)

Подкоренное выражение в (1) неотрицательно лишь при 1 —2 sin у = 0, 
т. е. при

sin у=у. (2)

Из (1) тогда находим
4 sin x = — cös у. (3)
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(4)

Из (2) и (3) следует, что
о 1 п 1cos2z/.-=y, cos2.v=— —.

Используя равенства (4), из первого уравнения исходной системы 
получаем

cos X — -у , '

откуда

ж=±у+2л/г,

а из (2) находим

учитывая еще соотношение (3), получаем

х=±у+2лй, і/=± у+ У+2Я/П.

11.166. Задача аналогична предыдущей. Из второго уравнения 
находим

л 1 .______________cos X = — cos у ± у (1 _2 sin у)2.

откуда
1 ■ іsin у—-^, cos х=—cosí/, cos2í/=-2-

Тогда из первого уравнения имеем

cos %X = -ÿ-.

s¡nx=l.

Заметим, что к этому же результату можно прийти несколько 
иным путем. Представим второе уравнение в виде

4 (cosx+cos і/)г + (2 sin у—1)2 = О,
откуда

cos X + cos у = 0, 2 sin у—1=0,
и т. д.

РЕШЕНИЯ И УКАЗАНИЯ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ XII

В приводимых ниже указаниях и кратких решениях часто фор
мулируются без обоснования те или иные утверждения (например, 
подобие треугольников, параллельность прямых, отбрасывание из гео
метрических соображений одного из корней квадратного уравнения и 
т. п.). Следует иметь в виду, что для получения полного решения 
такие утверждения должны быть обоснованы.
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12.21. Пусть Oi, Oj — центры равных касающихся друг друга 
кругов, вписанных в острые углы прямоугольного треугольника АВС 
(рис. 174), Е, F—точки касания этих кругов с гипотенузой АВ, О —

центр вписанного в треуголь
ник круга, /<—точка касания 
этого круга с гипотенузой.

Введем следующие обозна-

Отсюда и из формулы г

» ■> , /« (о + &)2тельно, c“-=a--{-í> —2—~-

чения: ВС = а, АС = Ь, АВ —с, 
OK = r, 0¡E = ObF = х.

По условию задачи яг2 — 
= 2ях2, т. е. г = х|/Г2.

Из подобия треугольников 
ОАВ и OO-ß-i находим 

с г с ( |^ 2 — і)
2хТ=х’ г~ 2

получаем с =—^=,. Следова- 
/22

(а —0)2 = 0, а = й.

Значит, каждый из острых углов треугольника равен я
Т'

12.22. Пусть М, N, К —центры квадратов, построенных на сто
ронах прямоугольного треугольника АВС (рис. 175), О—середина 
гипотенузы АВ, АВ —с, ¿ВАС = а. Тогда ¿K0W = íi — а,

, ¿/(0Л4 = у+а,

Smnk—^kon+S{(om + Smon—-2~2—5— s[n а+_2"2‘ cosa+

+И^У=І(я+б)+-§-(а+&)+ 4<°+&>'-=0^У-
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12.23. Пусть М, N, К—середины сторон данного прямоуголь
ного треугольника АВС (рис. 176), О —центр окружности, касаю
щейся данных полуокружностей, 7? —ее радиус. Проведем OE_\_MN и 
OF ^_К.М. Обозначим ОЕ=х, OF — у. Тогда OK.—R — 3, ON = R— 4, 
0M — R—5, NE =3 — у, KF = 4-x-.

Из прямоугольных треугольников OEt\!, OEM и OFK получаем

( (7?-4)2 = х2-|-(3-у)2,
J (7?-5)2 = x2 + ÿ2,
1 (/г_3)2 = (/2+(4-х)г.

Решая эту систему уравнений, находим ■^='23' см-

12.24. Пусть О —центр окружности, касающейся трех данных 
окружностей, X—ее радиус, ОАС=^<х (рис. 177). Тогда

Л0 = х+1, В0 = а-+2, С0 = х+3;

Из треугольников АОС и АОВ по теореме косинусов получаем

(х+3)2=(х+1)2 + 36 —12(х+1) cos а,
(х+2)а = (х + 1)2-|-9 —6(х+1) sin а.

Решая эту систему уравнений, находим
8 /11-19 

~ 7X (см).

12.31. Через вершину В правильного треугольника АВС (рис. 178) 
проведем перпендикуляр BE к данным параллельным прямым. Пусть 
АВ — АС = ВС = х, ¿_CBD = a. Из прямоугольных треугольников 
BCD и АВЕ получаем

BD=b = x cos a, BE = a-\-b—x cos ■

Решая эту систему уравнений, находим

х = -%=г У a2+ab+b2. 
/3
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12.32. 1-е решение. Возможны два случая, указанные на 
рис. 179. Пусть О —центр данных окружностей,

АВ = АС = ВС~=х,
ABt = АСі= BlCí=y.

Из прямоугольных треугольников COD и C¡OE получаем

Решая эти уравнения, находим

л- = у(/4^-^+г/3),

2-е решение. Заметим, что АР = гУгЗ , как сторона правиль
ного треугольника, вписанного в окружность радиуса г; OG — -^-,

CBt = 2CG = 2 j/tf2--£ = /4R2-r¡, Л01=1 (CBt-AF) = 

= y(/4/?2-r2-r ГЗ)- ДС = С31-Л31 = у(/'4/?2-г2 + г/3).

12.33. Пусть Ох и О2 —центры данных окружностей, Л—точка 
касания, AD—диаметр большей окружности, АВС — правильный 
треугольник (рис. 180). Обозначим

АВ = АС = ВС — х, ¿BAD = a.
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Из прямоугольного треугольника ABD и равнобедренного треуголь
ника AOjC получаем

x=2Z?cosa, х = 2г cos^-j—.

Решая эту систему уравнений, находим

rR /3~
■ /г2 —rtf+ /?2 '

12.45. Пусть AB = BC=l, ¿_BAC = a, R — радиус окружности, 
описанной около треугольника АВС, ОМ = ОС = г — радиус окруж
ности, описанной около трапеции ACMN (рис. 181).

Из треугольника АВС по теореме синусов находим

I
R = 2 sin а"

Проведем OL_l_BC. Тогда BL—-^-l. Из треугольников BOL и О ML 

получаем

OL — BLAg / OßC=у ctg а, 

г = ОМ = yOL*+ML* =-^ У 1+9 ctg2 а .

По условию задачи г = У5 R, т. е.

Z X 1 + 9 ctg2 а- ¡У~5
4 sin а ’

Решая это уравнение, находим <х= 4 ’
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12.46. Пусть Ot, Ог, Og—центры данных кругов (рис. 182), 
OjjW »= г и ОД = О2Е = O2L = R — радиусы этих кругов, ОД || MN.

Так как В02 — биссектриса угла АВС, то

BN — BL — R ctg (arcctg 2) = 2R.

Из прямоугольного треугольника BCD находим

СП = BD 3j?'2ctS (агс^82) _ , п
ctg (2 arcctg 2) ctg2 (arcctg 2) — 1

BC= Vbd2 + cd* = 5r.

Из треугольника О fi „К имеем

MN=O¡K= УД + г)2-Д —r)2 = 2 

Из треугольника СОХЛ4 находим

СЛ1 = т
ctg (2 arcctg 2)

4r
З '

4
Tг-Из соотношения fiC=2?/V-f-M/V-|-CAf получаем 52? = 2R4-2 У~/?7 +

Отсюда
R уО±К5).

Так как то —=-?- (З-j- |^5 ).

12.47. Возможны два случая. Первый случай: равные касающиеся 
друг друга круги (с центрами в точках Ох и О2) касаются внутренним 
образом окружности, вписанной в данный треугольник АВС (рис. 183).
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В этом случае треугольник 00/^ — правильный. Обозначим 01М = 
— OtN = х. Тогда OO^R—x, О^Ог = 2х. Отсюда R — х — 2х, х = -^R.

Второй случай: равные круги касаются внешним образом окруж
ности, вписанной в треугольник АВС (рис. 184). Введем обозначения:

01¿V = 01£ = y. Тогда из рассмотрения треугольников АО^, 00]Е 
и АОМ находим длины трех отрезков АЕ, ÓE, АО:

4£ = Ol£ctg-í- = y/3,

0£= fOO^-EO  ̂VR,¡ + 2Ry,

АО — ОМ 2R

sin л_~ /з‘
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Из соотношения ЛО = Л£-|-О£' получаем

=Уз
Решая это уравнение, находим І±

точ- 2/2
7?.

Ч) 7?. Так как (/</?,

12.48. Пусть г —радиус окружности, вписанной в данный, тре
угольник АВС (рис. 185), АВ = ВС = I, ¿_ АСВ = а, Л7Э_І_£С. Тогда

BE-АС I sin a cos а МЕ-2г= I sin 2а 
1 + cos аАС + 2АВ 1+cosa

Из треугольников ABD и BDM находим

BD = ЛВ- cos ABC = l cos (л — 2a) = — I cos 2a, 
BD I cos 2aBM-. cos MBD sin a

ч

Из соотношения BE = BM + ME получаем

, . I sin 2a I cos 2ai sin a = -T—,----------------- --------.1 + cos a sin a
9 2

Решая это уравнение, находим cos a = у, a = arccos у.

12.49. Обозначим угол ABD через a (рис 186). Из соотношения 
Sbaw—Sbom + Sbon получаем

у ВМ ■ BN ■ sin 2а = -^- ВМ-ВО-sin а +ÿ BÑ • ВО -sin a. 

Отсюда
cos a 1 ( 1 , 1 \
ВО ~ 2 [BM'BN )’
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Теперь находим

DO _BD — ВО ВС-cosa , ВС f 1 , 1
ВО ~ ВО — ВО 2 \BM'BN

)-=

1 (АМ + ВМ , CN + BN \ , 1 . .М +—

12.61. Проведем Л4/< H BN (рис 187). Из подобия треугольников 
BCN и СКМ находим

Отсюда

СМ
C^CN-^C-CN-CM + BM

СМ -CN- 1 +m'

К N = CN - СК = CM Ç1 - ) = С N ■ т
1 -|- іи

Из подобия треугольников AON и АМК получаем

AO__AN__Л/Ѵ . 1+от=_ « 
OM~KN CN ' m m

Аналогично находим

12.62. Обозначим AB=x, BC = y, AC = z. Из треугольников 
ABM и ABN (рис. 188) по свойству биссектрисы внутреннего угла 
треугольника получаем

ВМ ОМ I AN _ON _ ,
АВ ~ АО ~ ' АВ ~ ВО ~ ¥ ’

Отсюда
ВМ = -^=, ЛА = л(УгЗ—1).
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Из треугольника АВС имеем

AN АВ ВМ АВ 
CN ~~ ВС ’ СМ~~ АС'

т. е.
' л (/з-l) _х 

z—х(/3—і) У ’
л л

Из этой системы уравнений находим у — х /З, г = 2л. Отсюда сле
дует, что xa-|-z/2 = z2, и по теореме, обратной теореме Пифагора, 
</ABC=-^-í Следовательно,

/ ВАС= arcsin -^-=4, ¿ АСВ=% . ’
Z о о

12.63. 1-й способ. Прежде всего надо доказать, что в треуголь
нике со сторонами а, Ь, с медиана тс, проведенная к стороне с, опре
деляется формулой

2а2+262 = с2-)-(2щс)2.

Пусть теперь л, у, г —длины сторон данного треугольника. Тогда

{
2х2 + 2у2 = г2+242,
2(/2+2г2 = л2-|-30а,

2x2+2z2 = y2+422.

Решая эту систему уравнений, находим л = 2 /TÔ5, у = 2 /ЗЗ, 
г = 2 /Ї32, 5Д=48 /б (см2).

2-й способ. Пусть О—точка пересечения медиан данного тре
угольника АВС. Продолжим медиану BN на отрезок NK — ON. 
Тогда Д AON = & NCK, и потому S^0CK = S^A0C=-^S^ABC. Но
стороны треугольника ОСК равны двум третям соответствующих ме
диан треугольника АВС, т. е. ¿\ОСК имеет стороны 8, 10 и 14 (слі). 
Следовательно, 5досл = '6 /(Г (см2), S&ABC = 48 /5" (см2).

12.64. Пусть Oj и О2 — центры данных окружностей, AD—бис
сектриса угла ВАС (рис. 189). По условию задачи О^М — О^—2, 
02N = О2Е = 3, EF = 7.

Из подобия треугольников О^АМ и O2AN получаем

AN=^AM. . (1)

Отсюда вытекает, что точка N находится ближе к точке D, чем точ- 
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ка Л1, т. e. DN < DM. Ho DM = DF и DN = DE. Следовательно, 
DM-\~DN^DE + DF = EF = 7. (2)

Заметим, что OjD J__O.¿D, как биссектрисы углов ADB и ADC, 
составляющих в сумме л. Следовательно, углы OLDM и DC^N равны.

и прямо-

(3)
(3) и учитывая, что DN < DM,

как углы с соответственно перпендикулярными сторонами, 
угольные треугольники 0¡DM и OtDN подобны. Отсюда 

£W-DÆf = 6.
Решая систему уравнений (2), 

находим DN=l, DM = 6, MN = 
= DM—DN = 5.

Из соотношения- (1) получаем
AM+MN=^- AM,

AM = iQ.

Теперь находим AD = AM-\-DM — 
= 16 (ему

12.65. По условию-зада чи BD = 
= 3 см, AF = 2 1^2" CM¡ CO-.OE= 
= 5:1 (рис. 190).

Обозначим OE=x, OF = y, 
OD — z. Тогда OC — 5x.

Из подобия треугольников AOD
и BFO и треугольников OCD и ВОЕ получаем OD-OB = AO-OF = 
= О.С ■ ОЕ т. е.

г(3-г) = У(2/'2-ÿ)=5x3.

Площадь треугольника АВС запишем в виде
S Авс = 3х-АВ= У~2 ■ВС=^.АС = ±-(х-АВ + У-ВС+г-АС). 

Отсюда
ВС=-^—-АВ, АС = 2х-АВ, 

уу
Зк

6х-АВ = х-АВ + у--у~АВ+г-2х-АВ.

(1)

511



Разделив обе части этого равенства на х-АВ, получаем
Зу + 2 j/2"z = 5 /2 . (2)

Решая систему уравнений (1)—(2), находим 

í/=/2. z=l,

а затем из прямоугольных треугольников AOD и COD получаем 
<4.0 = 1, CD = 3.

Следовательно,

Sавс~-2‘АС'= 6 (см*).

12.66. Пусть О — центр данной окружности, г—ее радиус, 
OD_|_ßC, </_ОВС = х, ¿OCB = y (рис. 191). Тогда из треугольника

зхАВС находим х-{-(/=—. Из треугольника »jßjCj по теореме сину- О
сов находим

BlC1 = 2r sin ВАС —г Ÿ3 .
Так как отношение площадей по

добных треугольников равно квадрату 
отношения сходственных сторон, то

ВС = 2(1 + /2) ВуС^
= 2г У~3 (1 + уТ).

Из прямоугольных треугольников 
BOD и COD получаем 

ßC = ßD + СО = г (ctg х +ctg і/) =
= 2r/3 (1-Н /Г).

Отсюда
sin (x + j/) _

cos (х — //) — cos (х -Н у)
= /3 (1+ /2). 

Подставляя в это уравнение

х-(-і/=у. находим

. . 1 лCOS (X — y) = -ÿ=r , X—1/ = -^-,

Z АВС = 2х~ , Z <4Cß = 2//-i.

12.67. Обозначим ВС = а, AC = b, АВ = с (рис. 192). Так как

1 7
5Д£О = Ї4 Sabo SAFD~5qSABC

и высоты этих треугольников равны, то

ED= FD= 7а
50'14’
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Отсюда
BE^BD+DE СЕ = у, CF = CD-FD = ^, BF = ^.

По свойству биссектрисы внутреннего угла треугольника получаем 
АС CE b 3 ...
âb=Së- ' (1)

Из треугольников ACF и ABF получаем

Из системы уравнений (1) —(2) находим

■а, с ——а, а1 = Ь2-}-сі, 
о

я 3 4
¿_А — -^ , ¿S = arcsin-g-, /С = arcsin-g-.

12.68. Проведем AM и CN перпендикулярно прямой, касающейся 
окружности в точке В, и BD | ЛС (рис. 193). По условию задачи 
ЛЛ1=а, CN — c. Заметим, что углы АС В
и АВМ равны, как углы, измеряющиеся 
половиной одной и той же дуги АВ.
Следовательно, прямоугольные треуголь
ники BCD и АВМ подобны и

BD-- АМВС 
: АВ

Аналогично из подобия треугольни
ков ABD и BCN получаем

Рис. 193.BD =
CN-AB 

. ВС (2)

Перемножая соотношения (1) и (2), находим BD2 = AM-CN = ас, 
BD=Ÿâc.

(1) ’ А
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12.71. Доказать, что ЛС = ВС = Л5.
12.72. Обозначая стороны параллелограмма через х и у, полу

чить систему уравнений

( х У
•! sina sinß ’
V 62 = х2 + у2—2ху cos (a-(-ß).

12.73. Пусть х и у—стороны параллелограмма. Тогда площадь 
параллелограмма

S = 2x = 3y. (1)

По теореме о квадрате стороны, лежащей против тупого угла 
треугольника, получаем

25 = х2 + у2 + 2х ' (2)

Решая систему уравнений (1) — (2), найти S.
12.74. Пусть а > Ь, 2х и 2у —диагонали параллелограмма. По 

теореме косинусов имеем

а2 = X2 + у2 + 2ху cosa,
Ь2 = х2-|- у2 —2ху cosa.

Отсюда
о ,» „ а2—Ь2a2 — b- = 4ху cosa, хи = --------.J ’4 cos a

Теперь находим площадь параллелограмма:

S — 2xy sin a = y (a2 —б2) tg a.

12.75. Всякая прямая, делящая параллелограмм на две равно
великие частя, проходит через центр симметрии параллелограмма.

Поэтому данные прямые МК и NL пересекаются в центре симмет
рии параллелограмма ABCD (рис. 194). Четырехугольник MNKL — 
ромб, так как его диагонали взаимно перпендикулярны и в точке 
пересечения делятся пополам.
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По условию задачи АВ = 3, AD —2, ¿_A — arccosyg и площади

четырехугольников ЛЛ/OL и OKDL равны. Треугольники OML и 
OKL равны, так как MNKL — ромб. Значит,

Обозначим АМ = х, AL = y. Тогда
К£>=-3—X, DL — 2 — у, SAML = ^xy sin ¿A,

Skdl = y (3 - x) (2-У)sin ¿D = ÿ(3-х) (2-y) sin ¿A. 

Отсюда
(3—x)(2 —y) = xy. (1)

Из треугольников AML и KDL по теореме косинусов находим
М L2 = x3+у2—2xÿ-^ ,

KL* = (3-x)s + (2-z/)2 + 2(3-x)(2-y)A.

Приравнивая ML2 и KL2, получаем
x2 + У1 - у ху = (3—х)2 + (2 - у)2 + А (3 - х) (2 - у). (2)

Решая систему уравнений (1) —(2), находим 
АМ = х = 2 (см), ВМ=1 (см),

2 4
AL —у =-3 (см), DL — -^ (cm). \

12.76. По условию задачи в данном параллелограмме ABCD 
(рис. 195) АВ = 2 AD, BD = 2АС. Так как в параллелограмме сумма

квадратов диагоналей равна сумме квадратов всех его сторон, то 

5-ЛС2 = ІО-ЛИ2, AC=y2-AD.

Из треугольника ACD по теореме о квадрате стороны, лежащей про
тив острого угла, имеем

Л С2 = AD2+CD2—2CD ■ DE,
2 Л D2 = AD2 + 4AD2 — 4AD- DE.
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Отсюда

DE — ^AD, EC = CD — DE — 2AD—^-AD = ^-AD,
5'

12.77. Пусть О —центр ромба, OAíJ_BC, ОЛ'_1_ЛВ,
(рис. 196). Заметим, что из равенства соответствующих треугольников 

вытекает равенство углов, обозна
ченных на рис. 196 одинаковыми 
буквами. Следовательно, а-|- 

ß л+t+v=ÿ 

¿СОВ = а+| = у -f = ¿ NEO.

Кроме того, OCF = OAE. По
этому треугольники COF и AOE 
подобны, откуда находим

AE-CF = АО-СО--
cos

12.81. Доказать, что угол меж
ду прямыми, соединяющими центр 
окружности с концами боковой сто- 

лроны, равен -g-.

12.86. Дополнить трапецию до треугольника, продолжив боковые 
стороны.

12.87. По условию задачи в данной трапеции_ЛВСО (рис. 197) 

ЛВ + С£>=14, ¿ЛОВ = у, высота

Через вершину С проведем прямую, параллельную диагонали BD, 
до пересечения с продолжением стороны АВ в точке М. Тогда AM =■ 

= AB-¡-CD= 14, ¿_ ACM =j- • Обозначим AC=x, CM = BD = y. 

Из треугольника ACM по теореме косинусов получаем

14г=х2 + (/г + ху. (1)

516



Площадь треугольника ACM равна

ÿ АМ • H АС-СМ • sin.

Отсюда
30/3_ = ¿xí//3. (2)

Решая систему уравнений (1) —(2), находим 
Х=10(СЛ)і у = 6(см).

12.88. Пусть MN=x, hi — высота трапеции ABNM, h2 —высота 
трапеции MNCD (рис. 198). По условию задачи АВ = а, CD^b. 
Площадь трапеции ABCD равна

■j" (°+^) (^і + Л2) = (о+X) Лі = (&+■*)

Отсюда, обозначая у^ — у, получаем 
«1

(а+Ь) (1 + у) = 2 (а +х) = 2 (Ь+х) у.

Решая эту систему уравнений, находим:

- /ф.

12.89. В данной трапеции ABCD проведем DM || ВС (рис. 199) 
Тогда АМ — \а — Ь\, ADM = a. Пусть Я —высота трапеции, 
AD = x, DM — BC = y. 'Так как по условию задачи диагонали тра
пеции перпендикулярны, то

Xі+у° = А О2 + DO2 + ВО2 + СО2=а2 + ft2.

Из треугольника ADM по теореме косинусов получаем
(а—Ь)2=X2+Уг — 2ху cos а = а2 + 62 —2xycoscc,

откуда
abху =------- .г cosa
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Площадь треугольника ADM равна

ôl=ÿxi/sin а= ^abtga.

Отсюда
и ab tg а

О ’ , м oô(fl+&)tgaSabcd—2 Н (a + b)~ ‘

12.90. Пусть L—точка пересечения данной окружности со сто 
роной CD ^рис. 200), CMJ_AD, BC = b. По условию задачи AD=> 
= (1 + ]<І5) b,

2 1 ViCE = CF = CL=~b, MF=^EF = -^-b.

Из прямоугольного треугольника CMF находим 

CM = / CF3—Ai F2 = y.

Так как трапеция равнобочна, то

DM = ±(AD-BC) =Ц^.

Из прямоугольного треугольника CMD находим 

CD - YcM^ + DM* = 2b.

Отсюда DL = CD — CL = ^-b, CL:LD=Ì:2.
О

в с
//\ / М\/ -------

А iS-

Рис. 200.
■—'г B

12.91. Пусть О —середина стороны АВ, АВ = За (рис. 201). Про 
ведем OK, LF ii CN перпендикулярно AB. Тогда

CD —2a, OF-KL = ^, BN = у (ЛВ — CD) = y. 

Следовательно, OBCL — равнобочная трапеция, откуда

BC = OL = öO = y.
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По свойству секущих CL• СЕ = СМ • ВС, т.е.--^=СМ~, откуда 

СЛ4=у, ВМ = ВС — СМ=а.

Следовательно, искомое отношение СМ;ВМ = 1:2.

12.92. Пусть О — центр окружности, вписанной в данную трапе
цию ABCD (рис. 202), М, N, К, Л—точки касания. Обозначим 
ОМ —ON —OK —R, ¿ МВО — а. Тогда

1 4P2
BM = 7?ctga, KC = Rtga, SABCd=-2 (AB+CD) =

Заметим, что углы NOE и АВС равны, как углы с соответственно 
перпендикулярными сторонами, т. е. N0E = 2a. Из треугольника 
NOE находим EN — R sin 2а. Отсюда
Smnkl = ^ KMLN = 2R2 sin 2а, sin22a=-¡-, а = у ,

AB_ 27? ctg a _g
CD~ 2Rtga~

12.93. Пусть О —центр окружности, вписанной в данную трапе
цию ABCD (рис. 203), М — центр окружности, описанной около этой 
трапеции. Обозначим OK = OL = r, ¿_BAD — a. Из треугольников 
АО К и DOL находим АК = г ctg у, DL = r tg^-.

По условию задачи СМ = ВМ = г Кб\ Из треугольников CML 
и ВКМ находим

LM = r |/ 6-tg2y, XM=r]/<6-ctg2y.

Из соотношения KL — LM ±КМ получаем

2 = ]/ 6—tg2y ± 6-ctg2 у
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(знак плюс соответствует случаю, когда точка М лежит внутри тра
пеции, минус —когда точка М вне трапеции). Возведя обе части этого 
уравнения в квадрат и замечая, что

tg2 y+ctg’ I 1 — cos а
1 -f- cos а

1 cos а 
1 — cos а

4
sin2« 2,

после упрощений получаем

2
sin2 а 5=±

24
sin2« ‘

Решая это уравнение и учитывая, что 0 < а < , находим а=-?-.
4

Рис. 203.

12.94. Показать, что в данную окружность можно вписать рав
нобочную трапецию, у которой боковая сторона равна 2 см, одно 
основание равно 6 см, а другое основание является диаметром окруж
ности и найти радиус окружности, описанной около этой трапеции.

12.03. Продолжим стороны AD и ВС до их пересечения в точке М 
(рис. 204). Обозначим AD = a, BC = b, DM=x, СМ=у, ¿ ЛЛ1В = а. 
Из треугольников АВМ, CDM, ACM и BDM по теореме косинусов 
находим

ЛВ2 = (а+л:)2 + (&+у)2—2 (а4-х) (6 +у) cos а,
CD2 = ж2 + у2 — 2ху cos а,
XC2 = (a-j-x)2 + ÿ2 — 2(a-J-x)ycos а,
BD2 = x2-(-(&-[-y)a — 2x(b-¡-y) cos а.
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Подставляя найденные выражения в заданное соотношение 
ЛВ«+СО2»=ЛС» + ВД2,

после упрощений получаем aôcosa = 0. Так как а 0, b jí 0, то 
п пcos а = 0, а=-у .

12.06. Пусть в данном четырехугольнике ABCD (рис. 206) 
Л0 = а, BC = b, CD = x, AD = y. Так 
как четырехугольник описан около окруж
ности и его диагонали взаимно перпен
дикулярны, то

/ x+a = ii+ö,
I х2 + а2 = і/2-)-62.

Из этой системы получаем: или х — Ь, 
у = а, или х — у, а = Ь. Не теряя общ
ности, будем считать, что х = Ь, у = а.
Тогда треугольник BCD — равнобедрен
ный и BM = DM.

По условию задачи один из углов 
11четырехугольника равен у • Докажем,

что угол АВС не может быть равен 
= а, ¿СВМ — $. Тогда

•. Обозначим/ АВМ-■

tga + tgß = AM , CM
ВМ 1 ВМ

=2;

х ± о АМ-СМ , 
далее, так как tg a tg р = —— < I, то

i оч tga+tgß 0 
tg(a+ß)=r^t?¥tiß>2'

Следовательно, не теряя общности, 
я

Отсюда a + ß^=arctg2 >

можно считать, что угол BAD равен -у. Тогда треугольник ABD 
правильный и AB = BD = AC. Из равнобедренного треугольника АВС, 
у которого /6ЛС=-^-, находим

Окончательно
В А : Л D : CD : СВ = 1:1 : К 2—/3 : /2- /"З.

12.103. Длина хорды х определяется из уравнения

«2=т+(а-*)а>

причем должны выполняться неравенства 0 < х «S а.
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12.105. Обозначая угол между прямыми, соединяющими центр 
окружности радиуса 2? с центрами двух других окружностей, через 
а, расстояние между центрами окружностей радиусов гг и га через у 
и искомую длину внешней касательной через х, получить систему 
уравнений

а2 = 2R2— 2R2 cos а,
{ = (Я + r3 )2 + (tf + Г,)2 _ 2 (tf + г,) (tf + r2) cos а,
U-2 = ÿ2_(ri_r2)2.

12.106. Обозначая расстояние между центрами данных окружно
стей через I, а искомый угол через х, получить соотношения

откуда

R-r
I = sin

а
"2

X_ 1
2 — sin

I

12.107. Пусть X—искомый радиус окружности, Л—точка касания 
этой окружности с данным отрезком, О —середина данного отрезка. 
Тогда X находится из уравнения

Я._.Ѵ>у = (Я_А.)2_Х2.

S)
206.

12.108. ДаноС£> = 2/?, ЛМ=-^- (рис. 206). Обозначим BN через 

X. Имеем

А В2 = MN2 - (BN — АМ)2= Ç —1-х у - ( А - ху =

=(ло ± во)2= []/ ^я-4)2-(4)2 * Йя-*)а-*а]2•

n R RРешая это уравнение, находим х = — и х = -г5-,
2 іо
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12.109. Дано
OD = R, AD = r 

(рис. 207). Обозначим ВС через х. Имеем 

ЛВ2 = (г+х)2 = ВС2+ЛС2 = .
= х2 + (ЛО± /ВО2-ВС2)а = х2+[7?-г ± /(/?_Л-)2_Х2]2. 

Решая это уравнение, находим

„_4гЯ(Я-г)
(Я + г)а ‘

12.110. Дано
AD = R, ВС = г

(рис. 207). Обозначая OD через х, так же как и в задаче 12.109, 
получаем уравнение

(R + г)2 = г2 + [х- R ± уг(х-г)2-г2]а.

Решая это уравнение, находим

12.111. Дано ЛЛІ=о, BN = b (рис. 208). Обозначим 
RL = x, ¿NMK = a.

Выражая K.N* из треугольника MNK и OÆ2 из треугольника ОМК 
по теореме косинусов, получаем

Í (b + х)2 = (а+х)2 + (а + b)- - 2 (а + х) (а + 6) cos а,
\ (а+&-х)2 = (а+х)2+Ьа — 2 (а.+*) ft cos а.

Решая эту систему уравнений, находим 
а&(а+(>)

х~ а*+аЬ+Ь* ‘
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з
12,112. Дано OB = R, NE^-^R (рис. 209). Из треугольника о

ONE находим

oE“

Обозначим FM через х. Тогда

KN = OE-FM = -^-x,

OF — У OMa—FMa = y(R—x)a-xa, 
KM=~0F—NE = y R*-2RX-^R.

Из соотношения MNa — KNa-y КМа получаем

(|j?+xy=(4-jc)î+[^/?a-2/?x-l/?]a-

Решая это уравнение, находим

12.113. Проведем ЛІС н MD 
щимся окружности в точках А

Рис. 209.

перпендикулярно прямым, касаю- 
н В соответственно, и ЛІ£_1_ИВ 
(рис. 210). По условию задачи 
МС = а, MD — b. Заметим, что углы 
АВМ и САМ равны, как углы, 
измеряющиеся половиной одной и

той же дуги AM. Следовательно, прямоугольные треугольники ВМЕ 
и ACM подобны и

ME МС-ВМ
AM G)
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Аналогично из подобия треугольников АМЕ и BDM получаем

МЕ=DM-AM
ЕМ (2)

Перемножая соотношения (1) и (2), находим

ME2—MC-DM=ab, МЕ^Усй.

РЕШЕНИЯ И УКАЗАНИЯ К ЗАДАЧАМ ГЛАВЫ XIII

В приводимых ниже указаниях и кратких решениях часто фор
мулируются без обоснования те или иные утверждения (например, 
параллельность или перпендикулярность прямых и плоскостей, ка
сание шара с прямой или плоскостью и т. п.). Следует иметь в 
виду, что для получения полного решения такие утверждения 
должны быть обоснованы.

13.2. Искомый шар касается, 
трех плоскостей: ABC, ACD и 
данной секущей плоскости, ко
торые образуют боковую поверх
ность треугольной призмы. По
этому большая окружность шара 
вписана в перпендикулярное 
сечение этой призмы. Следова
тельно, радиус г шара равен 
радиусу окружности, вписанной 
в треугольник MNK (рис. 211), 
где /И —середина ребра АС.
Имеем

МЛГ = КМ-.
b У~з KN--

Рис. 211.

Следовательно,
2S

r = KÑ~+2MN~

13.3. Пусть М, N, К, ¿ — центры данных шаров радиуса х. 
Легко видеть, что MNK.L—правильный тетраэдр, у которого ребро 
равно 2х, а грани параллельны граням данного тетраэдра ABCD.

Обозначим через О центр шара, вписанного в тетраэдр ABCD.
Радиус этого шара г=—%=■. Заметим, что точка О удалена от 

2 |<6
граней тетраэдра MNKL на расстояние, равное 
тельно, является центром шара, вписанного в 
Радиус этого шара равен

Xг — х = ——.
Кб

Отсюда
г У 6 а

MNK _b( 1 )
4 |Г2

г~х, и, следова- 
тетраэдр MNKL.

х —
1 + Ѵ~6 2(1+Кб)
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13.4. Пусть DO —высота тетраэдра ABCD, ¿OAD = a, М\'К— 
данное сечение (рис. 212). Так как прямая ВС параллельна плоскости 
MNK, то линия пересечения плоскостей АВС и MNK параллельна

ВС, т. е. Л4/Ѵ И ВС. По условию задачи /СЛ = у, ¿ALK—-^ (как

линейный угол двугранного угла между плоскостями KMN и АВС). 
Из треугольника AOD находим

1
Ѵз ’cos АО

ADZ sin се =

Из треугольника AKL по теореме синусов получаем

кь = КА ■ sin а
i я sin— 4

/3 ’

AL =
AK sin

sin а cos —4- cos а sin 4
ï)-a

/2

g(i + уТ)
2/3

Из подобия треугольников AMN и АВС находим

MN-BÇ^Lna{l+V2}
~ АБ 3

526



Следовательно,

ММ . KL = —
(1+Ґ2)
6 ут

13.5. Внутри шара лежит часть грани ACD (рис. 213),'которая 
заключена между отрезками DK, DM и дугой MNK окружности с

Рис. 213.

центром в точке 0t радиуса r=OlD=O1M = O1N, где О —центр 
шара, OOj _]_£>£. Таким образом, искомая площадь

S = 6(S¿MlD-t-SoiMA')-

Из подобия треугольников 0(\D и DEF находим

r=¡O1D=ии-ul ta
DE 3/3 '

Так как треугольник OtMD равнобедренный 
/ O,DM=~. то / MO,D = 2-? и / MO'N=^.

(O1M=O1D) и

Следовательно,

S = 6 г* sin +і л г* ) =ÿ (2л + 3 /3) .

13.6. Проведем к шару касательную плоскость, параллельную 
грани BCD тетраэдра (причем так, чтобы шар и точка А располага
лись по одну сторону от этой плоскости). Эта плоскость отсечет от 
трехгранного угла с вершиной А правильный тетраэдр, для которого 
радиус вписанного шара равен 7?. Расстояние от центра- О шара до 
точки А равно радиусу шара, описанного около полученного 
тетраэдра, т. е. равно 3/?.
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Замечание. Опустим из точки О перпендикуляры OK и OL 
на плоскость АВС и прямую АС (рис. 214). Тогда из соотношений 
OK = R, OA=3R легко получаем

Л/С = 2/?УГ2; KL = RŸ2, OL —R 1^3, AL = RV&.
Эти соотношения удобно использовать при решении следующих задач.

13.7. Пусть О—центр искомого шара, Л/—его проекция на грань 
ABC, ОМ _[_Лб, L — середина ЛВ(рис. 215). Обозначим ON через г. 
Тогда (см. замечание к решению задачи 13.6) MN — rY~2, АМ = 
= гѴ^6, ОЛ4=гК§^ Очевидно, что ML = \AL — ЛЛ4) = Іу— г |ЛбІ,
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0¿ = у ± г, где знак плюс соответствует внешнему касанию шаров, 

знак минус—внутреннему. Но OL2 = OM2-j- ML2, т. е.

Решая это уравнение, находим r = -g- (Гб ± 1).
о

13.8. Пусть Oj, Ог— центры данных шаров, Оа, 0t—их проек
ции на грань АВС, О1УИ_[_ЛВ, OaN J_ ЛВ (рис. 216). Тогда

Рис. 216.

AM = 2RŸ~ 6, BN = 3rV 6, O3M=2RV 2, Ot N = 3R V? (см. за
мечание к решению задачи 13.6).

Из трапеций OiOsO4Os и ОаО4Л/ЛІ находим

ОаО* = (ЗД+2Я)3 — (ЗЯ-2К)» = 24Я2,

= /оаО2 — (ОЛ-ОаУИ)2= Я Ґ22.

Следовательно,
ЛВ = ЛЛ1-|-Л1Л/-)-ВЛГ = (5/б+ /22) Я.

13.9. Пусть S—середина ЛС, SK = SM = SN — образующие 
конуса (рис. 217). Радиус основания конуса является радиусом ок
ружности, описанной около треугольника MNK. Найдем стороны 
этого треугольника.

Из равнобедренного треугольника BDS (BS — DS) находим 

eos ¿BDS=£^=-±=.
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Из треугольника DSM по теореме косинусов находим

SAf2 = SD’- + DAÍa-2SD. DM • cos ¿_ BDS=~ .
00

Так как SK—SN, то KN || АС и, значит, треугольник BKN — пра
вильный. Следовательно,

ß£ = /З NE, SE = ^-^~ УЗ NE.

Из треугольника SNE получаем SN2 = NE2 + SE2, т. e.

Решая это уравнение, находим NE = a^^7^ . Но NE < у, зна

чит, NE=^, KN —BN=у. (Заметим, что знак плюс соответ-

Рис. 217.

ствует конусу, пересекающему не сами ребра АВ, ВС, а их продол
жения за точки А, С.) Из треугольника BMN по теореме косинусов 
находим

MN2 = BM2+BN2-2BM-BN-cos ,
О 00

т. е. MN=KM=^Q^.
О

Радиус г окружности, описанной около треугольника MNK, 
находим по формуле

MN MN2 13а 
Г 2sin ¿MKN~2ME~6 3/5Г"
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13.10. Так как прямая ВС параллельна секущей плоскости и при
надлежит плоскости грани BCS, то линия пересечения секущей пло
скости и плоскости грани BCS параллельна ВС. Отсюда следует, 
что в сечении получится равнобедренный треугольник AMN, где 
MN И ВС, AN —AM (рис. 218). Пусть D — середина ВС, DO и 
BE — перпендикуляры на секущую плоскость. Так как прямая ВС

Рис. 218.

параллельна секущей плоскости, то DO = BE. Угол ВАЕ является 
углом между прямой АВ и секущей плоскостью, т. е.' ¿BAE — .

Из прямоугольного треугольника ВАЕ находим 

ÖO = ß£ = y.

Для определения площади треугольника AMN найдем АК и MN. 
Обозначим К AD —а, ¿_KDA = $. Из треугольника AKD по тео
реме синусов получаем

. _ AD sin ß_________ AD______
~ sin (a-|-ß)'~sinacigß + cosa'

Из прямоугольного треугольника A0D находим
OD 1Sin а = -тт,=—7= , cos AD /з

“=/4-

Из равнобедренного треугольника ASD находим ctg ß =
2Ì<2

. Сле-

довательно, AK - 
нусов получаем

. Из треугольника AKD по теореме коси-

KD= /Л/(2+Л0а —2ЛК-ЛОсо5<х =
За/З

10
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Из подобия треугольников SMN и SBC следует, что

„„ BCSK a(SD—KD) 2а 
MN-~SD~- SD У

Окончательно
о 1 „„ 3/2а»

ЛК-MN = —25— •

Замечание. При решении этой задачи на вступительных экза
менах в МФТИ некоторые абитуриенты допускали ошибки при пост
роении точки Е. Заметим, что точка Е лежит на пересечении прямых 
BE и О Е, где BE И DO и ОЕ || ВС.

13.11. Возможны два различных случая: 1) найти расстояние 
между высотой SD грани SBC и высотой ВК грани SAB (рис. 219);

2) найти расстояние между высотой SD грани SBC и высотой AN 
грани SAB (рис. 220).

Первый случай. Проведем КМ || SD (см. рис. 219). Так 
как прямая SD параллельна плоскости ВМК, то искомое расстояние х 
равно высоте пирамиды BDKM, проведенной из вершины D.

Будем находить х из уравнения

У = у xSBKM = у hSBDM'

где V— объем пирамиды BDKM, А —расстояние от точки К до пло
скости BDM. Так как К — середина Л5, то Е=-^-Н> где W —вы

сота тетраэдра SA ВС, т. е.

‘“i/?-
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Далее, так как äjW||SD, то Ai —середина AD, и, следовательно,

SBDM = Y ' DM ~
cP /З 

16

Для нахождения площади_ треугольника ВКМ вычислим длины 
его сторон. Имеем: ВК = ^~, KM = ^SD=Í^, ВМ = 

= У 0В4+ЛЛ1к=—£—. По формуле Герона находим

5дхлі =
а» Кб 

16
Следовательно,

Ъ$вртл_ а 
SBKM KTÖ ’

Второй случай. Проведем NL || SD (см. рис. 220). 
Так как прямая SD параллельна плоскости ANL, то искомое рас
стояние у равно высоте пирамиды ADNL, проведенной из вершины D,

Будем находить у из уравнения

К = у USANL = у hSÁ DL,
где Vj —объем пирамиды ADNL,

, о -, f 2 „ 1 . «»КЗ
h~ 2 У 3’ sadl— g АО-DL— 16

(¿ — середина BD, так как NL || SD).
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Для нахождения площади треугольника ANL вычислим

его сторон. Имеем: AN ■- m=ìsD_°43“
длины

Л£ =

Спедовательно,

По формуле Герона находим

SANL —
а2 /35 

32 '

^ДР£_в /2 
7 . SANL /35 ’

13.12. Пусть О —центр данных сфер. Так как точка О равно- 
удалена от вершин А, В, С тетраэдра SÀBC (рис. 221), то она рас
положена на высоте S/С тетраэдра или на ее продолжении. Из точки О

Рис. 221.

опустим перпендикуляр ОМ на грань SAB. Этот перпендикуляр 
лежит в плоскости треугольника SCD, где D — середина АВ. Дано: 
ОМ = г, OC = R.

Из подобия прямоугольных треугольников SOM и SKD с общим 
острым углом KSD находим

ж=В-3'т-е- да-3л

= х j/^-, КО-- 

. Но.ко*+КС2 = ОС2, т.е.

Обозначим АВ через х. Тогда SK
У 3

І SK-so
І-І'/І-
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Решая это уравнение, находим

х=г/б± /tf2-3r2. (1)

Теперь нужно определить, какой знак следует выбирать в фор
муле (1) в зависимости от соотношения между J? и г. Во-первых, 
выражение (1) должно быть действительным. Значит, должно выпол
няться неравенство

/?2 — 3r2S=0, т. е. tfSsr КЗ.

-(г Уб ± //?2-3r2)Ss2r /2,

Далее, заметим, что по условию задачи сфера радиуса т должна 
касаться боковых граней тетраэдра, т. е. должно выполняться нера-

X уГ 3венство SM eS,SD. Но SD =—— , а из прямоугольного треуголь

ника SOM следует, что SM — 2r Ÿ~2. Таким образом, должно выпол
няться неравенство
/3 

2
т. е.

± JÇ. (2)

Значит, в формуле (1) следует вы
брать знак плюс. Итак,

х = г/б + / Я2—Зга.
13.24. Пусть /С —середина вы

соты SO правильной треугольной 
пирамиды SABC (рис. 222),
KM ÎÆS, KN\DS. ДаноКЛ4 =
= li,~KN = b. Обозначим OD = x,
OS = y. Из подобия треугольников 
SNK и SOD получаем

/' У2 — Ь2 — by. (1)

Из подобия треугольников SMK и SAO имеем

2х]/"1 y2-h2=hy.

Решая систему уравнений (1) —(2), находим

(2)

Ыі /З 2Ыі V3
ÎÛi2 —62 ’ у 1<462-л2 ‘х =

Следовательно,

18ZW
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13.25. Пусть АВ = а—сторона основания пирамиды SABC 
(рис. 223), SO — высота пирамиды, плоскость ACM перпендикулярна 
ребру BS, ¿_BDS—x. Тогда ¿ АМС=^а,

АМ-. OD--
2sin- 2КЗ

SD-
2/3 СОЗ X

AS 4 ' І2 cos3 X ' 
Площадь треугольника ABS равна

у AM-BS = ~ АС-SD,
т. e»

sin y 3cos2x /"Зсозх

a
"2

2
Решая это уравнение, находим sin х = —^= cos , следовательно,

г 3
/ 2 ex \

x = arcsin ( cos -jr- ).\/з 2;

Рис. 223.

13.26. Окружность верхнего основания цилиндра вписана в тре
угольник Дх^Сі, который получается в сечении данной пирамиды 
SABC плоскостью верхнего основания цилиндра (рис. 224). Пусть 
SO—высота пирамиды, АВ = а, OíDí = r. Тогда

ОО1 = 2г, SO = CO = -£=,
/З
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H0 SO = S6?! + ОгО = CjOi + OjO = 4f. Поэтому я = 4 j^3r. Следова

тельно, Ѵц = 2лг3, Ѵп = 1бКЗг»,

13.27. Пусть SK-высота данной пирамиды SABC (рис. 226), О —центр шара, OAfJ^ßS, OM = OD = r.

Заметим, что BÂf = BD=y, как две касательные к шару, про

веденные из точки В. Из подобия треугольников SOM и SBK 
находим

Í I
SM-BK \ 2УКЗ а (21—о)

г ~ SK 2/ЗР-ая '

13.28. Пусть О — центр шара, ODJ_BS, OA = OD = r, DE и 
SK—перпендикуляры к плоскости АВС (рис. 226). Заметим, что BD = 
— АВ = а, как две касательные к сфере, проведенные из точки В. 
Из подобия треугольников BDE и BSK находим

„„ BKBD а?
ВЕ BS - й/з ' .

Из треугольника АВЕ по теореме косинусов получаем

АЕг=АВп- + ВЕ*'—2АВ-BE cos а2-у+^- •
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В трапеции AODE углы при вершинах А и Е прямые. Следовательно, 

OD2 = А Е2+(ЛО—DE)2,
•т. е.

а3 ■G-f /02-i а0 •
3óa

Рис.- 226.

=

Решая это уравнение, находим
а(2Ь — а)

13.29. Легко доказать, что центр шара О лежит на высоте SD 
пирамиды SABC (рис. 227). Проведем oL_]_BM. Обозначим OL =•
= OD = r. Заметим, что BL = BD = —^=, как две касательные 

/3
к шару, проведенные из точки В. Медиану ВМ найдем из соотно
шения

(2BAi)2 + ^S2 = 2HS2 + 2SSa.

Из прямоугольного треугольника ASD находим 

аУІО
AS- /з •
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Тогда
ВМ: 2а

/3
ML = BM — BL = -Í=.

/З

Из прямоугольного треугольника ' MOL находим 

МО2 = г2+у а*.

Из треугольника MOS по теореме косинусов получаем 
Л4О2 = MS2-)-OS2 — 2MS-0S-COS ¿ MSO.

Но SO = SD — OD = а У З — г, а из треугольника ASD находим 
DS З

cos Z MSO-

Следовательно,
AS /ю‘

1 ,2 —125Ì-L(a у/’s —г)2 —2- a^!2- (д УЗ — г) 3г2 + т а У io'12 2/3

Решая это уравнение, находим

_ а
Г_ 2/3

13.34. Показать, что abc =2hS, 
где

S = y /a2ö2 + a2c2 + 52c2

— площадь основания данной пи
рамиды (см. результат задачи 13.33).

13.35. Показать, что сфера, 
описанная около данной пирамиды, 
описана около прямоугольного па
раллелепипеда с ребрами XS, BS 
и CS.

13.36. Пусть ABS — боковая 
грань данной пирамиды, где АВ — 
гипотенуза основания. Доказать, 
что ¿'SAB=¿SBA = ft и что 
радиус сферы, описанной около 
данной пирамиды, равен радиусу 
окружности, описанной около тре
угольника ABS.

13.37. Воспользоваться резуль
татом задачи 13.36 и доказать, что 
в данной пирамиде высота, опущен
ная на основание, совпадает с высо
той SD треугольника ABS (см. 
указание к задаче 13.36).

13.38. Доказать, что в данной пирамиде боковые ребра образуют 
с основанием равные углы, и воспользоваться указанием к зада
че 13.37.
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13.41. Показать, что центр шара, описанного около данной пи
рамиды, лежит в точке пересечения плоскости, перпендикулярной 
к ребру SA, проведенной через его середину, и перпендикуляра к 
плоскости АВС, проведенного через центр окружности, описанной 
около треугольника АВС.

13.42. Пусть D—середина ВС. Тогда AD—высота данной

пирамиды. Обозначим AD через д-. Имеем BD- SD= УЗ-

Рис. 228.

AS = j/ х3+-|- • Из треугольников ABD и ABS (по теореме ко

синусов) получаем

лв*=хч4=1+(х2+т)- V х2+т

Решая ато уравнение, находим х=
/3 
/2 ‘ Следовательно,

VsABC—-^ xSßcs = (ел8).

13.43. Пусть О—центр шара, вписанного в данную пирамиду 
ABCD (рис. 228), OK—г — его радиус, Aß —гипотенуза основания 
ABC, OL_]_AB, ОМ J_ßC, ОЛ/_|_ЛС.

Так как центр шара, вписанного в пирамиду, лежит на пересе
чении биссекторных плоскостей двугранных углов, образованных 
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ft «у
гранями пирамиды, то ¿.ОМК=-^, ¿.ONK=-^, ¿.OLK=-£, 
Следовательно,

/(Aí = rctg^-, AJV = rctg-|-, KL = rctg-^.

Площадь треугольника АВС равна 

2-Р==^.(вс.КЛ1 + ЛС-КЛ/ + Л0-КА) =

=4 (ÿT lr ct2 T+ÿT lr ct* 4+Zr ctg Í ) ■

откуда ¿

2 ctg y+/2 (ctg -|+ctg

13.44. Пусть СЛ1_1_ЛВ, MN J_CD (рис. 229), К—центр окруж
ности, описанной около треугольника ABC, КО J_CM. Легко видеть,

Рис. 229.

что точка О — центр шара, описанного около данной пирамиды, 
ОС —радиус этого шара. Имеем

DM = CM — У AC2 —AM2 = /65,

MN = У CM2—CN2 = 7.

abc 37
По формуле ■ft = '4s находим ЯС=-^==, откуда

мк=см-кс 28
/б5‘
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Из подобия треугольников МОК, и MCN получаем 

CN-MK 16U 1\ ~“ i / « » —• •“"2«,... •ЛІЛІ j<65
Следовательно,

ОС = /ОЛ4+ КС2 —5 (см).

13.45. Пусть D — середина ВС, О—центр шара, описанного около 
данной пирамиды (легко доказывается, что он лежит на прямой AD),

Рис. 230.

ОА = ОС—его радиус, ОМ _]_ DS (рис. 230). Тогда М—центр окруж
ности, описанной около треугольника BCS. Из треугольников KDS

по условию задачи угол KDS равен т) и SCD находим

SD = h /2? SC= j/ 2Zi2 +1 о2.

Из треугольника MCS получаем
SC SC2 a2-¡-8/¿2SM =

откуда
2 cos ¿ DSC 2SD ß/t У~2 '

8Zi2 — а2DM = SD—SM =
~&h /2 ’

Из треугольника OMD находим

OD --DM /2 .

Следовательно,
OC = /OD2 + CD2=¿ /^ + 64A*.

оЛ
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13.46. Пусть D — середина АВ (рис. 231). Из условий задачи 
следует, что SCD — равнобедренный прямоугольный треугольник, 
SD = AD = R, SCD—биссекторная плоскость двугранного угла SC, 
центр О сферы, вписанной в трехгранный угол С, лежит в плоско
сти SCD.

Проведем OK J_CD, OF J_SD, FM J_-4S, /<L_J_CS. Обозначим
OK = FM = x. Имеем LE = SF = FM /2=х /2, ЕК = Ц=ОК-= 

/2
= JL., lk=le+ek=-^ , ck=lk = 3x, CD —SD /2 =

/2 _ /2
= R У~2. Очевидно, что DK = I CD — CK | = | R /2 — 3x| (точка К 
может лежать на продолжении CD), OD = ¡ R ± х/, где знак плюс

соответствует внешнему касанию сфер, знак минус — внутреннему. 
Из прямоугольного треугольника KOD получаем OD3 = OÆ2 + /(D2, 
т. е. (/?г± х)2 = х2 + (/? /2—Зх)2. Решая это уравнение, находим 
х=^(3 Ÿ2 + 1 ± К 10 + 6 /2)и х=^- (з УТ-І ± И Ю-6/2) .

У У
13.47. Проведем сечение Л1В1С] пирамиды ABCD плоскостью 

PiQiAíilVj (рис. 232). Это сечение параллельно грани АВС. Прове
дем С1Е1 ІАВр Обозначим ребро куба через х. Тогда высота пира
миды XiBTCjjD, проведенная из вершины D, равна с—х. По теореме 
о параллельных сечениях пирамиды получаем

AiBj_ CjEj__с—X
АВ СЕ с '

Отсюда находим Л1В1=?^С~Л:^, Ci£I=¿> . Из подобия
с с
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л р CE
треугольников AiBfii и AijWjC, получаем -ггтг^тг-рг-Д— , 

/WijVi Cihi — X
a(c—x) b(c—x) r,
—ex ~ b (c—xÿ^cx * Решая это Уравнение, находим

T. e.

«-(I4+T-

13.48. Прежде всего следует доказать, что четыре ребра куба 
параллельны АВ и четыре ребра куба параллельны CD (рис. 233). 
Обозначим через К и L точки пересечения прямой MN с плоскостями

Рис. 233.

граней куба, KL — x, KM—у, NL = í. Тогда х + (/ + г=с. Плоскость 
ABN параллельна некоторой грани куба, так как MN и АВ парал
лельны некоторым ребрам куба. Следовательно, прямые AN и BN 
пересекают ребра куба соответственно в таких точках Е и F, что 
EF = x и EF ¡I АВ. Из подобия треугольников EFN и ABN находим

EF LN X г сх
AB~~MN’ T’ Є- 'a~T' Z~~K'

Аналогичными рассуждениями из треугольника CDM (он на рисунке 

не указан) находим ÿ=y. Подставляя найденные выражения для у

и г в уравнение x+#+z = c, получаем 
-і

. сх . сх
—с, откуда

13.56. Пусть О —центр куба, а—ребро куба, SC = h — высота 
пирамиды, X—сторона основания пирамиды (рис. 234). Так как по 
условию задачи нижнее ребро куба лежит на CD, а центр куба —на
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высоте пирамиды, то верхнее ребро куба параллельно CD и лежит 
в плоскости SCD. При этом верхнее ребро куба пересекается с вы
сотой пирамиды SC в точке М, которая является серединой верхнего 
ребра куба. Имеем <,

MN=^a, СМ^аУХ 

SM = h — a /2? ВО = ОС=

SO = h

Из подобия треугольников SBO 
и SAC получаем

ВО SO_
AC"SC '

т. е.
“fòli У"2—а

X ~ h У 2

Из подобия треугольников SMN и SCD получаем 

а Іі —а Ѵ*2

MN SM 
SC

Из системы уравнений (1)—(2) находим

/і=-^-(2 + 3 /2"). Следовательно, = 
2 "к

значения х = 
хЧі 19 /2" 
За»- 6

а(2 К2-1), 
-1.

_  а
/2 '

13.57. Пусть О —центр шара, описанного около пирамиды 
SABCD (рис. 235), OS = О А — R — радиус этого, шара, SK—высота
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пирамиды. Проведем SE \ВС, ОА1! _[~SE, ON^_AC. По условию 
задачи ОМ = а, ON = 5. Из подобия соответствующих треугольников

а КЕ Ь AK V2KE „ 
получаем —ôT-• Следовательно,|/^2_аа SK Yр2— Ьг SK SK

b a Y~% n ab
YR2—b2 Y R2 —a2 /2a2 — b2

13.58. Пусть О —центр шара, вписанного в пирамиду SABCD 
(см. рис. 235), SK—высота пирамиды. Проведем SE _J_ВС, ОМ _\_SE, 
ON J_ /1S. По условию задачи 0N = Y 2, OE = Y 5. Обозначим ОМ — 
= OK = r, OS — x. Тогда К£= У 5-г2, ЛК= /2/б^Т2. Из подо
бия треугольников SOM и SKE получаем

x-f-r Ух2— г2
Y&^r2^ ~г (1)

Из подобия треугольников SON и SAK получаем

/5=7=
/х2—2. (2)

Задача свелась к решению системы (1) —(2). Сокращая уравнение 
(1) на У х+г > 0, после возведения в квадрат получаем

х + г _ х—г 
5 — г2 г2 '

5г
*-£Г=272,

Вычитая из уравнения (1) уравнение (2), получаем г /х2—2 =

= /х2 —г2, откуда х = —7 -Г- -. Следовательно, =——--- ■ ■ .
У r'¿ J 5 — 2г2 У г2— 1

Решая это уравнение, находим г= (см).

13.59. Прежде всего отметим, что точка пересечения диагоналей 
четырехугольника KLMN лежит в плоскости SBD и в плоскости 
S/1C, т. е. лежит на высоте SO пирамиды. Из равнобедренных тре
угольников S/1C и SBD (рис. 236), применяя результат задачи 12.49, 
получаем

ОР А/ AM , СТО 1 fBN , DL\
SP~ 2 V SM “T SKJ — 2 SN + SL J ’

откуда
DL~^- = m—n + p.

13.60. Пусть O1 и 02 —центры данных шаров (рис. 237). Так 
как пирамида правильная, то точки Ох и О2 лежат в плоскости тре
угольника SAC, причем точка Ot лежит на высоте SK пирамиды,
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а точка 02 — в биссекторной плоскости двугранного угла АВ. Про
ведем SD _\_ВС, (\E_i_SD, O2¿|| AC, О2М J_ ЛС, 02WJ_ÆS. Тогда 
по теореме о трех перпендикулярах MN АВ и угол О2ММ равен

половине двугранного угла между основанием и боковой гранью пира
миды, т. е. ¿ОгР1М=^ ¿.KDS.

Обозначим SD через х. Из условия задачи следует, что KD = 
= ^х и ¿KDS = ^. Значит, — Из треугольника

O2NM получаем
MN = О2М ctg =2r У~3,
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а из треугольника AMN имеем .
AM = MN У2 =2г /(Г.

Следовательно,
O2¿ = МК = АК—АМ = -4=—2г /б\ У 2

Из треугольника SOtE ^(/O1S£=-^-^ находим 

O15 = 2O1£ = 2r.
Следовательно,

O1L = SK-SO1-KL = ^^-4r.
Но OiO| = O,Ls + Oä£a, т. e.

Решая это уравнение, получаем
х = ^(8 /З ± /37).

По условию задачи шары лежат внутри пирамиды. Значит, должно 
X 1^3'

выполняться неравенство S/Ç г, т. е. ——^Зг. Из най
денных значений для х этому неравенству удовлетворяет только

X = J (8 /3 + /37).

13.81. В сечении данной пирамиды получается четырехугольник 
AMKN (рис. 238), диагонали которого перпендикулярны. Его пло
щадь равна

SZÜ4=^AK-MN.

£>пустим перпендикуляр ВР на плоскость сечения. Тогда угол 
ВАР является углом между прямой АВ и плоскостью сечения. По 
условию задачи ¿_ВАР=^-. Значит, ВР — ±- АВ = ±-а. Из центра

основания пирамиды опустим перпендикуляр 0L на секущую пло
скость. Так как прямая BD параллельна секущей плоскости, то 0L = 
= ВР — -^. Из прямоугольного треугольника AOL находим

Si» Z ¿LAO.Í,

откуда
£0 = Л0 = -4=, SE = SO-EO = -^L.

/Т /2
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Из подобия треугольников SMN и SBD находим
„„ BD-SE ЗаУ~2 
MN=~sö-==-T--

Обозначим угол АСК через а. Так как угол КАС равен , то 

из треугольника АКС по теореме синусов получаем
АС sin а _УГ2АС

AK¡~ . [ , я\— 1+ctga'
S1n(a+TJ т s

Из треугольника SOC находим ctg а = -^=-^-. Следовательно,

3 /2
СР.

13.62. 1) Рассмотрим слу
чай, когда сечение проходит че
рез диагональ основания АС 
(рис. 239). В этом случае в се
чении получается равнобедрен
ный треугольник ALC. Найдем 
радиус fj окружности, вписан
ной в этот треугольник. Из пря
моугольного треугольника SPB, 
где Р — центр основания пира
миды, находим

eos SBP

cos

PB__________36
^arccos-|) * 2 ^2

Так как PL || BS, то PL—■ 
средняя линия в треугольни
ке SBD. Следовательно,

36
4 V2’

AL= У AP2+PL2=-^= 
4 /2

АС-PL _Ь УТ 
r'~ AC + 2AL— 6 ’

2) Если секущая плоскость пересекает диагональ основания BD 
в точке, лежащей между точками Р и D, то в сечении получится 
треугольник, подобный треугольнику ALC, причем стороны этого
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треугольника соответственно меньше сторон треугольника ALC. Радиус 
окружности, вписанной в такой треугольник, меньше и может быть 
любым числом между нулем и гѵ Таким образом, любое число г, 
удовлетворяющее неравенству

О < г<-

является решением задачи.
3) Рассмотрим случай, когда секущая плоскость пересекает диа

гональ BD в точке Q, лежащей между точками В и Р. Тогда в сече
нии получится такой пятиугольник EFMNK, что в него можно впи
сать окружность. Пусть О —центр этой окружности, г — ее радиус.

Докажем, что MN — ON. Проведем OG^MN и OH_]_MF. 
Прямоугольные треугольники OMG и ОМН с общей гипотенузой ОМ 
равны, так как OG = OH = r. Значит,

¿ OMG = ¿ ОМН.
А углы NOM и ОМН равны как накрест лежащие при параллель
ных прямых ON и НМ. Следовательно,

/ OMG=¿ NOM,
т. е. треугольник ОMN равнобедренный и MN = ON.

Из подобия треугольников DNQ и BDS, учитывая, что

BQ = QF = r,
находим

NQ = BSDQ
BD

|(6/2-r),
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откуда
ON = QN—OQ =x-|- (3b /2 -7r).

Из подобия треугольников MNK и ALC находим (см. случай I))

.... CL КМ 5 
^ = -XC-=4r-

b уТ
Из равенства MN = ON получаем теперь г = —j—.

13.63. Обозначим высоту SF пирамиды через h (рис. 240).

Тогда ЛВ = —
У2

5оси = -2Л2. =

(Q — середина ВС),
SQ = VSF2 + FQ*=—^ h.

2 У 2
Радиус шара, вписанного в данную пирамиду, является радиу

сом окружности, вписанной в треугольник SPQ, где Р — середина 
AD (этот треугольник на рисунке не указан), т. е.

PQSF 1 
r~PQ + 2SQ~ 4

В искомом сечении данной пирамиды получается четырехуголь
ник AMNK, диагонали которого перпендикулярны. Его площадь
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равна

5сеч = у ■ AN.

Пусть О —центр шара, вписанного в данную пирамиду, О£_|_Л/Ѵ, 
Прямоугольные треугольники AOÈ и AOF равны, так как они имеют 
общую гипотенузу АО и OE = OF = r = -^- h. Значит, / ОАЕ —

= ¿ OAF. Обозначим ¿ NAC = a, ¿ ACN=>$. Тогда ¿ OAF=~ -y . 

Из треугольника AOF находим

9t “
t a OF 1 8 2 4 , 4 З
tgT=4?=T’ tgot = —sln«=5-. cos а = у.

1—tgT

Из треугольника ALF получаем

LF-ЛР tg а = у Л;
значит,

SL = SF-LF = jh.

Из подобия треугольников SKM и SBD находим

КМ = BDSL 1
SF 3

Из треугольника ACN по теореме синусов получаем 

АС sin ß hAN ’sin(a + ß) sin a ctg ß + cos a'

FC 1Из треугольника SFC находим ctg ß = g^=y , Следовательно,

AN = h, Sce„=i-KM • AN = ±A\

13.65. Из условия задачи следует, что цилиндр касается грани 
SAD по образующей EF, где Е— точка касания ребра SD с окруж
ностью основания цилиндра (рис. 241). Плоскость другого основания 
цилиндра пересекает грани SAD и SAB по прямым MN и МК соот
ветственно. Эта плоскость параллельна прямым SD и АВ. Следова
тельно,

MN И SD, МК\\АВ и MN = 2r,

где г —радиус окружности основания цилиндра.
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Иэ прямоугольного треугольника SCD находим

г — у (a + ft— /а2 + Л2).

Обозначим EF = DN = х. Из подобия треугольников AfylN и ASD 
получаем

2г_ а—х
1і~~ а '

откуда
х*=а ^1 — у)=у (/а2 + А2 — а).

13.66. В сечении данной пирамиды получается четырехугольник
AMNK (рис. 242), площадь которого S = -^- fylK-AN. Проведем

NEJ_AC. Так как SN:NC = 2;l, то из подобия треугольников 
CNEu CAS находим

2 /2а 
_ 3

Следовательно,

AN = УЛ£2 + ЛГ.£2=у //і2 + 8о2.

Проведем ОД || ЛЛ/. Так как О—Ъередииа АС, то ¿—середина CN, 
откуда

NL = ÿ WC = 1 SC,

SN-.SL=~SC
О

:(|sC + |sc)-4:i
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Из подобия треугольников SPN и SOL получаем SP:SO = SN¡SL — 
= 4:5, а из подобия треугольников SMK и SBD находим

4 /2а 

5

Следовательно,
S = y MK-AN = ^ Y 16а2 + 2/і2.

13.67. Решение этой задачи аналогично решению задачи 13.66.
13.68. Пусть а—сторона основания данной пирамиды, Л — апо

фема пирамиды. Показать, что в сечении получается равнобочная 
трапеция, у которой основания равны 2а и а, а высота'равна -ÿh. 

Тогда площадь боковой грани S = -^-aA, площадь сечения

с 5 , Si 5Sj — 8 аЛ, s — 4 •

13.69. Пусть SO —высота пирамиды, XS и 55—данные боковые 
ребра, SO = x. Тогда АО= /а2—х2, ВО— /б2—ха. Из треуголь
ников ABS и ABO по теореме косинусов получаем

А В2 = а2+Ь2—ab = (а2—х2) + (62—х2) + /(а2—х2) (Ь2—х2). 

Решая это уравнение, находим

х = -^= /4а& — а2 — Ь2.
/3

13.70. Пусть SO—высота данной пирамиды. Из условия задачи 
по теореме о трех перпендикулярах следует, что углы ОАВ и ОСВ 

554



прямые, а
S0 = У BS2 — ВО* — Уг- — во^

Рассмотрим четырехугольник АВСО (рис, 243). Проведем 
AMJ^BC, 0N_[_AM. Имеем ,

ВМ = А В cos у=у а.

N0— MC — ВС — ВМ=Ь--^а,

АО
N0

sin

2Ь—а
:w

В0-= ЛВ2+ЛО2= -g (a*-ab + b*).

Следовательно,

S0 = ]//2_4.(а=_0& + &2).

Рис. 243.

13.71. 1) Рассмотрим случай, когда центр описанной сферы (точ
ка Oj) лежит в центре основания пирамиды (рис. 244). Пусть О — 
центр сферы, вписанной в пирамиду. Проведем апофемы пирамиды 
SM, SN и 07<_|_SAf. Обозначим O1S = O1B = R, 00г — 0К — г. 
Из правильного треугольника ÄßOj находим

MO^^-BO^^-R.

Из треугольника SM0¡_ находим

MS = К'М0® + sol =
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Площадь треугольника SMN равна

А- MN-SO^-^r^MN + ÎMS),

т. є. _ _
я* /з =г(я/3 +fl/7).

Отсюда

2) Рассмотрим случай, когда центр описанной сферы лежит 
в точке О2 на высоте пирамиды SO], так что 00і=002, где О — 
центр вписанной сферы. Обозначим O2S — О2В — R, ОО1 = ОК = г. 
Из треугольника ВО]О2 находим ВО^-УВО| — OjOj = 4га .
Тогда

ЛЮ,=-^- УЯ2-4г2.

Из треугольника SKO находим
SK= V SCF—KO^ VW+ïrR.

Из подобия треугольников SOK и SMO1 получаем

ЛІО] _ SO]
КО ~SK ’

т. e.
Кз/fl2 —4r* fl + 2r Kfi+2r

/Тг’+ггЯ j/~r

Сокращая это уравнение на R + 2r, после возведения в квадрат и 
упрощений получаем

р пак 13.73. Рассмотрим сечение
ис’ данной усеченной пирамиды

плоскостью, проходящей через 
ребро BBj и точки D и D], которые являются серединами ребер 
АС .и Л]С] соответственно (рис. 245). Пусть О и О] — центры осно
ваний пирамиды, DM J_ BDlt BrN J_ ВО] и DtK J_ BD. По условию

BD = ìXÌ) DM = m, BtN=n.
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Из подобия прямоугольных треугольников BxDiN и BDM, у которых 
углы BiDjN и DBM равны, как накрест лежащие при параллельных 
прямых BD и BjPb находим

пг> BD.B^N _ЬпУЗ 
DM — 2т ‘

2 1
Так как ВО=-  ̂BD, то

bk_bo+oa-^(i+¿).
Обозначим ООі через Н. Площадь треугольника BDDÍ равна 

BD-D1/(=~ BD1-DM,

откуда

ßDi
ьну з 

2/п
Но ßD^D^ + ß/f2, т.

362//2
4/п2

= Я2+

Отсюда
b (п + 2т) 

У9Ь2—12п3 ‘

Рис. 246.

13.74. Пусть О и Оі —центры оснований данной усеченной пира
миды, DD,—ее апофема (рис. 246). Обозначим АВ = х, А1В1=у. Из 
трапеции AAjPíD находим

DDl = AAÎ-(AD-Л А)2 = Z2 —i- (X - ÿ)2.
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Шар, вписанный в пирамиду, касается оснований пирамиды в точках 
О, Ох и касается апофемы DDj. Следовательно,

DD1 = DO + .1 тії 2|<3
Отсюда

у (*-«/)’. (1)

Грань ВВтС^С пересекает шар, касающийся всех ребер пира
миды, так, что в сечении получается окружность, вписанная в тра
пецию ВВ^С. Значит,

ЯС + ВіС^ЯВі + ССп x-j-y—21. (2)

Решая систему уравнений (1) —(2), находим

13.76. Пусть Л — высота данной усеченной пирамиды, I — средняя 
линия боковой грани. Показать, что

. s2=zî<ïï+â5=-|/h + 1sï.

Тогда искомая площадь
S=p= ]Zs?-4sï.

13.76. Данные секущие плоскости ЛЛ1С1С и ВЛ1Д1С пересе
каются по прямой AjC (рис. 247). Пусть О — центр основания пира
миды. Так как пирамида правильная, то ВО — перпендикуляр к пло
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скости AÂiCjC. Проведем OK X Тогда по теореме о трех пер
пендикулярах BK X Л/?, т. е. угол ОКВ равен углу между секущими 
плоскостями, и по условию задачи ОКВ = а. Из прямоугольного 
треугольника ОКВ получаем- OK = ВК-cos а. Проведем Ат ХАС- 
Так как О —середина АС, то OK является средней линией треуголь
ника ЛУИС, т. е. AM = 20К—%ВК cos а. Отсюда

5ЛЛіС = -^- Л1С.ЛУИ = Л1С.ВУ<.соз a = S^ßC.2cos а.

Аналогичными рассуждениями доказывается, что 

^Л,сс, =^AiCDt ,2 cos “•

Следовательно,

5ЛЛ,С,С —SH,D,CB,2cosa'

т. е. отношение площадей данных сечений равно 2 cos а.
13.77. Пусть К и Кі — центры оснований усеченной пирамиды

ABCDAjBjCyDx, О —центр описанного шара (рис. 248). Так как

пирамида правильная, то точка О лежит на прямой ККі- Пусть 
точка О находится вне пирамиды. Обозначим АВ = х, AíBl=y(x > у), 
ОЛ = ОЛ1 = У?. Опустим перпендикуляр ОР на плоскость ЛЗВіЛі. 
Легко видеть, что точка Р является центром окружности, описанной 
около трапеции АВВ1А1, и лежит на прямой EElt соединяющей сере
дины АВ и ÁjBi. По условию задачи

П QA
х-у=а, KKi — h, ОР=у^=уъ'

Следовательно, AÍP = AP —

О А P).

(из прямоугольного треугольника
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Так как AK — —, AtKi= , 0Л = 0Л1 = 7?, то из равен- г 2 У 2
ства ОКі — ОК = ККі получаем

)/^-4х2=л- W

Из трапеции KEE^K-í находим

ЕЕ,= ]/л* - (^)2= У Ѵ+±а*.

Из равенства Е^Р-\-РЕ = ЕЕі получаем

]/да-уУ2+]/яа—(2)

(предполагается, что точка Р находится внутри трапеции ABBiAJ.
Умножив (1) на (2), получаем

г-^ = 2/і|Л2ha+-| «а-
(3)

Решая систему, состоящую из урав
нения (3) и уравнения х — у = а, 
находим

—4/ ач-р+4^

»=4/а>+4^-4«.

Замечание. Если предполо
жить, что точка О находится внут
ри пирамиды, то в левой части урав
нения (1) получится сумма корней 

С вместо разности, и тогда из (I) и (2) 

2/і2-^-^-а2, что невозмож-.=/
но. Аналогично показывается, что 
точка Р не может находиться вне 
трапеции АВ-АхЛц.

13.78. В сечении данной усеченной пирамиды получается шести
угольник BCMLQN (рис. 249), площадь которого S = S1 + S2, где 

— площадь трапеции BCMN, а Sa — площадь трапеции MLQN. 
Пусть Р и Рі—центры оснований пирамиды, К и Кі — середины сто
рон ВС и QL. Так как пирамида правильная, то прямые MN, РРГ
й ККі пересекаются в одной точке О.
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По условию задачи / ОКР = / OKjPi = a, QL^a, ßC = 3a. 
Следовательно, . Р/(=^Цр^-, , OÆi =

pj3 подобия треугольников ОКР и ОК^Р^ получаем
2 cos а

О?! РгКі 1
OP PK 3 '

Проведем DjAJ-XD. Обозначим через Е точку пересечения прямых 
MN и ÓjF. Из подобия треугольников DtEM и DyFD получаем

ЕМ DjE OPj 1 
FD — —fiP^+OP 4 ’

Ho FD = PD — P1D1 = 2a. Следовательно,

£Л4 = у, OM = PiDi + EM=^. MN = 3a = BC,

S^OK-BcJ^3 ,
1 2 cos а

S=S +Sí=|lKla2. 
11 2 cos а

S^OK^MN + QL)-. а*У З 
cos а

13.83. Так как сфера проходит через середины ребер XXt и BBlt 
то центр этой сферы (точка О) лежит в плоскости EE^F, перпенди
кулярной ребру АВ и проходящей через его середину (рис. 250).
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Кроме того, точка О лежит в плоскости Р, перпендикулярной от
резку АСг и проходящей через его середину К (плоскость Р на 
рисунке не указана). Заметим, что точки £\ и F принадлежат пло
скости Р, так как каждая из этих точек равноудалена от концов 
отрезка АСХ. Следовательно, прямая EXF является линией пересече
ния плоскости Р с плоскостью EE1F1F и точка О принадлежит пря
мой EjF. И наконец, так как сфера проходит через точку А и сере
дину ребра ВВП то точка О находится на прямой MN, проведенной 
в плоскости EEjJ^F так, что MN || EF и Л4£ = -^-я. Тогда N0 = 

— NF = ME=^-a. Проведем KE^_MN. Имеем

KL = -^a, OL = KE = ~a,

откуда

OK
/Г

4
Радиус сферы АО находим из прямоугольного треугольника АОК

АО= ÿ OK2+ АК2 = аУ~І4 
4 1

13.84. Плоскости AB1Dl и пересекаются по прямой MN,
где М— центр грани ylDDj/l!, а ?Ѵ —центр грани ЛіВ^Оі (рис. 251).

Из середины К ребра A-J^ проведем KL_]_MN. Легко видеть, что 
угол A-JjDì является линейным углом искомого двугранного угла 
и (/<41£D1 = 2/7<£D1. Имеем

KN=^, КМ = ^-, KDt=-^.

562



Из прямоугольного треугольника KMN находим

МѴ = у/аг+с3, KL-- KM-KN ас

Следовательно,
MN 2Ѵа*+с*'

/VJn KDttg ¿/<¿0!=-^-=-------- ------

¿_A1LD1 = 2 arctg
b У a2 -f- ca

13.85. Пусть О —центр куба. Продолжим прямую ОМ до пере
сечения с продолжением диагонали DB в точке N. Так как точки

А и N принадлежат секущей плоскости и плоскости ABCD (рис. 252), 
то прямая AN является линией пересечения этих плоскостей. Прове
дем OL _]_AN и OK _J_ß£>. Тогда по теореме о трех перпендикулярах 
KL_\_AN, т. е. угол OLK является линейным углом искомого дву
гранного угла.

Обозначим ребро куба через а. Имеем

ВМ = а
7’ ВК =

а
7^'

Из подобия треугольников BMN и KON получаем

BN BN+BK 
ВМ~ OK

откуда
BN=aV~2, KN = BK + BN = ~^=< 

AN = У AK2+KNZ = а / 5.
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Из подобия треугольников KLN и AKN находим 

AK-KN Заі\ L* — > * » —— г~—■ *
AN 2|<5

Следовательно,

¿ OLK = arctg — arctg ,

13.86. Пусть Olt O3 и Os —центры шаров, г —радиус первых двух 
шаров, Я —радиус третьего шара (рис. 253). Точки О3 и Ot

Рис. 253.

лежат в плоскости ЛЛХСХС, так как ABCD — квадрат. Проведем 
ОХЛ1_1_ЛС, О2/Ѵ_|_ЛС, ME_¡_AB. Тогда

MOl = ME = r,
AM = CN = rŸ~2, O3N = 4—r, О1Ог = 2г,
MN = У 0,0?—(О2УѴ — ОХЛ4)2 = 4

Подставляя найденные значения величин AM, MN, CN в соотноше
ние AC— AM ¿-ЛІУѴ-j-CN, получаем 5 У~2=2гУ~2-\-4 / г —1 ,откуда

1 З
г =(7 ± 4). Так как 0¡M < ЛЛХ, т. е. г < 4, то =

Из условий задачи вытекает, что точка 03 лежит на перпендику
ляре к прямой ВВЪ проведенном в плоскости BB1DlD через сере
дину К отрезка BBt. Проведем O3L^_BD. Тогда

BL = OaK = R, 0„L = ^BBl = 2, OXOS = R ±r
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а из

(знак плюс соответствует внешнему касанию шаров, минус—внут
реннему). Из трапеции AlOjOgL находим

ML2 =хОгО23- (O3L— ОіУИ)2 = ± I у -1,

треугольника MFL = М1\!= |^2 )

ML2 = Л4Г2+ LF2 = 2 + -R

Отсюда

(r±4)’-t=2+(/7î-r)’
Решая это уравнение, получаем

R = —----- г (сл).2(5 УТ± 3)ѵ

13.87. Рассмотрим плоскость BB^D (рис. 254). Эта плоскость 
пересекается с данной секущей плоскостью по прямой KL, где К — 
середина BD. Центры данных шаров О1 и О2 лежат в плоскости

ßBj-DjD так, что О1Е — О1М=-^, ВЕ—--^^- , 0¡¡F = 0¡¡R =,

DiF = a . Обозначим LK.B = KLD1 = a. Тогда ¿OSLF — 

— OiKE=^ а. Из треугольника KOXE находим

tg
0rE /2 

BK-BE~ 3 ’ tga =
2tgy

í-íg’-l

6/2a
2 7
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Из треугольника FLO.;, получаем

FO¡,  За

ё 2
откуда

DlL = D1F+FL=-^=r, KiL = D¡L — DK=—!j=
4/2 4/2

(/<i —середина SiDi). Из треугольника KLKl находим 
^1 = K1¿lga=^.

13.88. Пусть О —центр шара, г —его радиус (рис. 255). Проведем 
OK перпендикулярно плоскости ABD, OE^BDi, OF || KD, KM_[_AB, 
KN J_ AD. Тогда

KM = KN = OK = OE = r, 
ßD2 = Xß2+XD2=13,
BDr = KßBa+DDi = / 14 .

Из треугольников BKM и KDN находим

BK2 = К № + ВМ2 = г2 + (3 - г)2,
DK2 = KN2+DN2 = г2 + (2 - г)2.

Заметим, что BE — BK= /г2+(3 —г)2, как две касательные к шару,

проведенные из одной точки В. Из треугольников FODt и EODt 
находим !

ODi=DK2+ (DD1 - DF)- =r-+(2 - г)2 + ( 1 - г)2,
D,E = У ODÌ—О Ег - /(2-r)2 + (l-r)2.

Подставляя найденные выражения в соотношение BD!=BE-\-DLE, 
получаем

/Ї4 = /г2Н-(3-г)2 + /(2-л)2+(1-г)2.
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Решая это уравнение, находим

Найденные значения для г удовлетворяют всем условиям задачи. 
При этом знак минус соответствует случаю, когда точка К лежит 
внутри треугольника ABD, а знак плюс —случаю, когда точка К — 
вне треугольника ABD.

13.91. Для нахождения ВС = х и AA± — y получить систему 
уравнений

у = У'5=х* + /8-Т2, 
y2=ì3 — 4(х2 —3).

13.92. Для нахождения АР = х и ВгР = у получить систему 
уравнений

х2 + у2 + ху = Ь2+/і2,

/ха—ft2 + /у2 — fca = /i.

13.93. Пусть CMN — правильный треугольник, получающийся 
в сечении данной призмы (рис. 256), АВС—сечение, параллельное 
основанию призмы, где угол АС В прямой, АС = а, ВС = Ь. Обозначим 
сторону треугольника CMN через х.
Тогда

А Л4 = Ух2-о2, BN = У х2-62.

Из трапеции AMNB получаем 

Л4УѴ2 = AB* + (BN — AM)2,
т. e.
X2 = a2 + ft2 +.( Ух2—ft2 — /х2—а2)2 

(1)
(предполагается, что точки М и N ле
жат по одну сторону от плоскости АВС).
Решая уравнение (1), находим

х= ]/ у (û2 + ft2+ y^ + ô^-W).

Замечание. Точки М и N н
роны от плоскости АВС, так как тогда вместо уравнения (1) полу
чилось бы уравнение, которое не имеет решений. Это ясно и геомет
рически: тогда было бы MN > NA > NC (так как АВ > ВС), т. е. 
MN NC, что противоречит условию.

13.94. Пусть О—центр основания призмы (рис. 257), R — радиус 
шара, вписанного в призму, ААг=х. Из условий задачи следует, 
что A1O = 2R. Объем призмы равен

Рис. 256.

могут лежать по разные сто

^i°-sABC=^ Я-S,
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где S — полная поверхность призмы. Подставляя в это выражение 
Л1О = 2^, получаем соотношение

•S = 6SyiBC. . (О

Покажем, что BñjCjC —прямоугольник. В плоскости АВС про
ведем ЛМ_|_ЛО. Тогда по теореме о трех перпендикулярах Л1Л_|_ЛЛ1.

Рис. 257.

Но ВС И AM и ВВ1И ЛЛѴ Следовательно, ВВ1^_ВС. Имеем 

/3
5ва,С,С = а-*> SABC — —4—

Проведем OD_]_AB. Тогда по теореме о трех перпендикулярах 
Лі£>_|_ЛВ. Отсюда

AlD= КлЛ;-ЛОг= j/
SAAlBlB = AB.AlD = ayr хЦ««.

Подставляя найденные выражения в соотношение (1), получаем 

ах-]—а2 + а F 4х2—аг= ^ а2.

Решая это уравнение, находим

13.95. Пусть О — центр основания АВС, М — середина AA¡ 
(рис. 258). Из условий задачи следует, что ЛЛ^С —прямоугольник 
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(см. решение задачи 13.94). Следовательно,

СЛ1 = /Л'С2+ЛЛ42= У 6а+^’-

Обозначим угол ВАМ через а. Из треугольника ВАМ по теореме 
косинусов получаем

0Л42 = 68-|--|- Iі— Ы cos а.

Проведем ODJ_ßC. Тогда по теореме о трех перпендикулярах

Рис. 258.

ßjÖJLßC. Из треугольника BDBr находим
cos/Xßß1 = cos^ Dßß1 = cos (я —<%) = — cos а=-^-=-Д-,

Нау ¿í * -
ßAi= ¡/"іі2+|б2 .

По трем сторонам находим площадь треугольника ВСМ:

Sbcm = j /15Ь2+4/2.

_ 13.96. Пусть О —центр шара (рис. 259), г —его радиус, АВ — 
гипотенуза треугольника АВС, М—середина АВ, N — середина Л,В1, 
ЛВ = ЛО = ВО.

Из условий задачи следует, что точка О находится в плоскости
CCjNM. Проведем OK _|_УИУѴ, ОЕ ^С^, OL J_DA1. Тогда OL = 
= OK = OE = r. Так как призма прямая и шар касается всех боко
вых граней, то радиус шара равен радиусу окружности, вписанной
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в треугольник АВС. Отсюда

г=-£(/2-і).

Обозначим угол KML через а. Из треугольника CDM получаем

cos CMD — cos —=

cos«-W.
cos a
cos a

MC 1 
DM~ j/J ’

= КЗ + K2 •

sin ct=

Из треугольника К МО находим

KAl=OXctg-| = r(/3+ /2),

откуда

MN=KM+KN = r(ì+ /2 + }<3) = y(l+ I/6-/3),

13.97. Пусть К—середина А-^, D—середина ССг (рис. 260). 
Так как основания призмы параллельны, то первое сечение пересе
кает плоскость AjBjC! по прямой KL, параллельной прямой АВ. 
Следовательно, первое сечение является трапецией ABLK- Второе 
сечение является треугольником Л1В1В, MN—линия пересечения 
данных сечений. Проведем DE || ВС. Тогда

EF^B'L^B^,

DF = BjCx — EF=~ B1Cl =y BXL.
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Из подобия треугольников B1LN и DFN находим 

DNB,N (ßxD-DN),'

откуда
DN З 
ßiD- 5 •

Прямая АВ лежит в плоскости первого сечения и параллельна пря
мой Ajßh лежащей в плоскости второго сечения. Следовательно, 
линия пересечения MN этих плоскостей параллельна Л^. Из по
добия треугольников DMN и A-^B^D находим

MN __DN _ 3
Лх0!— BjP 5 '

В
Рис. 260.

13.98. Пусть /С—середина CCít Е — середина B-fii и ¿—сере
дина АС (рис. 261). В сечении данной призмы первой плоскостью 
получается треугольник АВгК. Вторая плоскость пересекает основа
ние призмы ZjÓíCj по прямой EF, параллельной прямой BL, так как 
плоскости оснований призмы параллельны. Следовательно, в сечении 
призмы второй плоскостью получается трапеция BEFL. Данные 
сечения пересекаются по отрезку MN, длину которого нужно найти.

Из прямоугольных треугольников АВВі и АСК находим 
А В*=362, ВгК2 = АК2=^Ь\

откуда
ЛВ2 = ВЛ/<2+Л/<2.
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Далее, по теореме, обратной теореме Пифагора, следует, что угол 
АКВу прямой. Значит, MN = pr/<AÍ2 + KWa. Найдем КМ и KN.

Проведем KD II ВС. Тогда PD—~ByE — -^-b, KP — KD—PD= 

3 3= —Ь=-£ ВуЕ. Из подобия треугольников МКР и ВуЕМ получаем 

KM=j^MBy=  ̂(ВгК-КМ)=1 І~КМ) • 0ТКУда

Из подобия треугольников EFCì и BCL с соответственно парал
лельными сторонами находим

CL-CyE b 
РСг==—ВС- = -4’

Проведем КН II АС. Тогда
KH=±(CL + FCy)=^b.

Из подобия треугольников NKH и ANL получаем
KN=^AN=^(AK-KN)=^(b -ÿ^L-KN} ,

откуда и MN = ŸKM*+KN»= •

13.110. Прежде всего следует доказать, что центр куба лежит 
па высоте конуса. Пусть О — центр куба, SK—высота конуса, АВ—

ребро куба, лежащее на основании конуса. Проведем плоскость 
через точку О и прямую АВ (рис, 262, а) и плоскость через точку О
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параллельно основанию конуса (рис. 262, б). Обозначим АВ —а, 
SK¿*h, KM = г — радиус основания конуса. Тогда

вк- CE = DE=-^=, 
/2

ON = OD = /OF+DE’ z а /З

Из подобия треугольников KSM, ВСМ и ECN получаем

КМ ВМ EN 
KS — ВС — СЕ '

т. е.
1 а Ѵ~3 а 

г Г 2 а _ 2 2
~Іі~ a Ÿ2 ~~ Д

/2
Отсюда

*_^(5+т

13.111. Пусть прямая MN параллельна стороне основания пи
рамиды ABCD и касается окружности основания конуса в точке К 
(рис. 263). Тогда искомый шар вписан в треугольную пирамиду 

MNBD. Радиус этого шара г будем находить по формуле г—~^ •

где V и S — объем и полная поверх
ность пирамиды MNBD.

По условию задачи DO = 2,
ЛВ = ЗУ1Г. Значит,

MN — -~-AB= /з — BN — ВМ,

вк=ок= AB
2 УТ=

_3
: 2 ’

Рис. 263.DK = VdO2+OK2 .

Высота треугольника BDM, проведенная из вершины D, является 
апофемой пирамиды и образующей конуса, т. е. равна DK. Следова
тельно,

S = 3SDA1y-f-Ss^=^-y^-, P=-ípL(MV)a = X^-, r=y (слі).

13.114. Рассмотреть осевое сечение данного усеченного конуса 
(см. решение задачи 12.03).
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13.115, Пусть Op O¡, Og —центры данных шаров, А, В, С — 
соответственно их проекции на основание цилиндра, О — центр осно
вания цилиндра (рис. 264). Из трапеции ВСО3О2 (она на рисунке 
не указана) находим

ВС2 = 020І - (СО3 - ВО2)2 = (4 г + г У - Ç 4 г -г у = Юг2.

Из треугольника BCD находим CD= У ВС2— BD2 = 3r. Обозначим 
радиус основания цилиндра через х. Тогда

ОС = Х-ЛГ, OB = x — r, OD — У SO2 —ßD2= У х2-2хг.

Из соотношения CD = СО + OD получаем
Зг = х-^-г+Ух2-2хг.

13.116. Пусть Оп О2, О3—центры данных шаров, А, В, С—со
ответственно их проекции на нижнее основание цилиндра, О — центр 
основания цилиндра (рис. 265). Так как высота цилиндра равна Зг 
и третий шар касается верхнего основания цилиндра, то СОа = 2г. 
Из трапеции ВСО3О2 (она на рисунке не указана) находим

ВС2 = OgOl — (OgC — О2В)2 = (2г)2 — (2г — г)2 = Зг2.

Из треугольника BCD находим CD = У ВС2—BD2=r У2~.
Обозначим радиус основания цилиндра через х. Тогда
ОС=х — г, ОВ = х — г, OD —У OB2— BD2 = Ух2 — 2хг.
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Из соотношения CD — CO + OD получаем г У~2 — х — г+ К*2 — 2хг. 
Решая это уравнение, находим

13.117. Пусть А и В — проекции центров шаров радиуса г на 
данную плоскость, а Ai и N—проекции центров шаров искомого 
радиуса х на ту же плоскость (рис. 266). Тогда ОА = АК = г,

О±М — МК'—х, OO1 = r+x. Из трапеции АОО1М получаем ЛЛ42 = 
= ООІ—(АО — О1М)2 = 4гх, а из треугольника АМК имеем 
АМ2 = г2 + х2. Следовательно,

г2+х2 = 4гх, х=(2 ± Уз) г.

13.118. Пусть О — центр данной полусферы, А, В, С—проекции 
центров шаров искомого радиуса х на основание полусферы, 
О1 — центр одного из шаров радиуса х (рис. 267, а и б). Тогда
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ЛАС —правильный треугольник со стороной 2х, О —центр этого 
треугольника,

OK = OM = R, АО1=х,
OO1 = R-x, АО=Уоо1~АО\=У R2-2Rx.

Из треугольника ABC имеем
2 АВ Уз 2х 
З- 2 ~уГ

Следовательно,
-ÿ== У R2 — 2Rx, х=^(/2Г-3).

13.119. Пусть Oj и Ot — центры данных шаров радиуса г, О — 
центр шара искомого радиуса х, 0-¡B, 

п О2А и ОС— перпендикуляры на ребро 
и1 данного двугранного угла, К — точка 

пересечения прямых О]О2 и ОС (рис. 268). 
Так как шары вписаны в двугранный? 

г угол, то центры шаров лежат в бис- 
К секторной плоскости этого двугранного 

угла (эта плоскость указана на рис. 268) 

„ и О,В = О3А = ——, ОС——^—. Из

2 sin У Sln у
- треугольника ОО2К получаем OK2 — 
= (х + г)2 —га = х2 + 2хг. С другой сто

роны, ОК — 1 С К — СО |= I f ~ " (точка О может лежать на про- 
sin

должении отрезка СК). Следовательно,
(г-х)2

! + 2хг =
- « s,n2y

Решая это уравнение, находим

х= r-¡—----- (3 — cos а ± у 7 — 8 cos а+cos2 а),
1 + cos а

где знак плюс соответствует случаю, когда точка О лежит на про
должении отрезка СК, а минус—случаю, когда точка О «лежит 
между точками С и К.
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